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ABSTRAK

Formalisme Newman-Penrose merupakan sekumpulan notasi yang dimaksudkan untuk mem-
perlakukan relativitas umum dalam notasi spinor. Dalam tugas akhir ini, saya menurunkan
persamaan radial dan angular serupa Teukolsky untuk geometri Kerr-Newman menggunakan
formalisme Newman-Penrose. Metrik Kerr-Newman menggambarkan massa yang berputar, ber-
muatan, dan solusi dari persamaan Einstein-Maxwell. Dalam pekerjaan ini, saya menggunakan
metode separasi variabel untuk menunjukkan persamaan Klein-Gordon dapat diseparasi dalam
geometri Kerr-Newman dengan formalisme Newman-Penrose. Upaya untuk menelaah persamaan
Klein-Gordon dalam geometri Kerr-Newman terakselerasi dengan formalisme Newman-Penrose
juga diberikan.

Kata-kata kunci: Formalisme Newman-Penrose, Kerr-Newman, Persamaan Teukolsky



ABSTRACT

The Newman-Penrose formalism is a set of notations collected to treat general relativity in spinor
notation. In this final project, I obtain the radial and angular parts of Teukolsky-like equation
for Kerr-Newman geometry using the Newman-Penrose formalism. The Kerr-Newman metric
describes a very special rotating, charged mass, and solution of the Einstein-Maxwell equations.
In this work, I employ the separation of variables method to show that the Klein-Gordon
equation can be separated in Kerr-Newman geometry by using the Newman-Penrose formalism.
Effort to study the Klein-Gordon equation in accelerating Kerr-Newman geometry by using the
Newman-Penrose formalism is also given.

Keywords: Newman-Penrose Formalism, Kerr-Newman, Teukolsky’s Equation



To my mother.

If you are receptive and humble,

mathematics will lead you by the hand.
(Paul Dirac)
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BAB1
PENDAHULUAN

Pada tahun 1915, untuk pertama kalinya Albert Einstein mempublikasikan persamaan medan
gravitasinya yang dituliskan

R 8rG
Ruy - Eguy = CTTMV

dengan R, adalah tensor Ricci, g,, adalah tensor metrik, R adalah skalar Ricci, T}, adalah tensor
energi-momentum, G adalah konstanta gravitasi, dan ¢ adalah kecepatan cahaya. Persamaan medan
gravitasi ini menunjukkan bahwa setiap benda bermassa mengakibatkan ruang-waktu di sekitarnya
melengkung. Persamaan medan gravitasi Einstein umumnya disebut persamaan medan Einstein.
Kurang dari satu tahun setelah Einstein mempublikasikan persamaannya, seorang astronom Jerman
bernama Karl Schwarzschild menjadi orang pertama yang memecahkan persamaan medan Einstein
secara eksak. Metrik yang didapatkan oleh Schwarzschild, atau biasa dikenal dengan metrik
Schwarzschild yaitu

2 om\ !
ds? = (1 _ m) a2 — (1 _ m) dr? — 2 (d92 T sin29dq§2) .

T T

Metrik ini merupakan solusi ruang-waktu yang disebabkan oleh massa simetri bola yang bersifat
statik!. Pada tahun 1957, John Wheeler dan Tullio Regge memulai studi pada gangguan lubang hitam
(black hole perturbations) [1]. Tujuan mereka kala itu ialah membuktikan metrik Schwarzschild dapat
menggambarkan solusi stabil terhadap gangguan linier. Metrik Schwarzschild memiliki simetris bola
dan tidak bergantung pada waktu, yang mengizinkan gangguan tersebut dapat diuraikan menjadi
spherical harmonics dan Fourier modes. Pada awal tahun 1970, pekerjaan ini pun dilanjutkan
kembali oleh Vishveshwara [2] dan Zerilli [3, 4]. Mereka dapat membuktikan bahwa stabilitas dapat
diselesaikan, dan keberhasilan mereka untuk kasus Schwarzschild membuat perhatian beralih kepada
kasus Kerr [5]. Brandon Carter pun menemukan separabilitas dari persamaan gelombang skalar
dalam geometri Kerr [6]. Setelah itu, persamaan Maxwell dalam geometri Kerr dipelajari oleh
Fackerell dan Ipser [7]. Mereka mempelajarinya dengan menggunakan formalisme Newman-Penrose,
terinspirasi dari pekerjaan Price dalam gangguan Schwarzschild. Dimana Price menuliskan kembali
persamaan Regge-Wheeler dengan menggunakan formalisme Newman-Penrose yang membuat
pekerjaannya cukup sederhana [3]. Kemudian, pada tahun 1972 seorang astrofisikawan teori
bernama Saul Teukolsky telah berhasil mengembalikan minat para fisikawan dan matematikawan
dalam separasi variabel. Teukolsky menunjukkan dengan menggunakan formalisme Newman-Penrose
(menggunakan Kinnersley tetrad) dalam gangguan gelombang skalar, elektromagnetik, dan gravitasi
relatif mudah dalam geometri Kerr dan memiliki sifat yang dapat diseparasi [9].

stilah statik dimaksudkan bahwa tensor metriknya tidaklah bergantung waktu.



2 BaB 1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teukolsky telah menunjukkan dengan menggunakan formalisme Newman-Penrose dalam gangguan
gelombang skalar, elektromagnetik, dan gravitasi di geometri Kerr relatif mudah dan dapat diseparasi
[9]. Sedangkan untuk tugas akhir ini, penulis akan menunjukkan separabilitas persamaan Klein-
Gordon di geometri Kerr-Newman dengan menggunakan formalisme Newman-Penrose. Seperti yang
kita tahu, geometri Kerr-Newman bukanlah solusi vakum Einstein, melainkan solusi persamaan
Finstein-Maxwell. Separasi variabel pada persamaan Klein-Gordon di geometri Kerr-Newman
tanpa menggunakan formalisme Newman-Penrose dapat ditemukan di referensi [10]. Salah satu
motivasi mengapa formalisme Newman-Penrose dipelajari dan digunakan adalah mengurangi jumlah
persamaan yang akan dituliskan secara eksplisit, yang sangat membantu dalam pembahasan
ruang-waktu yang rumit seperti Kerr-Newman terakselerasi. Persamaan akan dituliskan tanpa
menggunakan indeks dan konvensi penjumlahan®. Dalam tugas akhir ini juga, penulis menggunakan
Carter tetrad untuk menggambarkan tensor metrik Kerr-Newman dan tensor metrik Kerr-Newman
terakselerasi.

1.2 Tujuan

Penulisan pada tugas akhir ini bertujuan untuk menyampaikan kembali formulasi Lagrange pada
ruang-waktu melengkung, geometri Kerr, formalisme Newman-Penrose, persamaan Klein-Gordon
dan Maxwell dalam formalisme Newman-Penrose, menyeparasi bagian angular dan radial dalam
persamaan Klein-Gordon dengan ansatz tertentu untuk medan skalar yang menggunakan formalis-
me Newman-Penrose, dan menunjukkan persamaan Klein-Gordon dalam geometri Kerr-Newman
terakselerasi.

1.3 Batasan masalah

Pembatasan yang dilakukan oleh tugas ini yaitu:

1. Persamaan Klein-Gordon yang digunakan adalah persamaan Klein-Gordon nirmassa dengan
adanya interaksi elektromagnetik dalam ruang-waktu melengkung.

2. Persamaan Maxwell yang digunakan adalah persamaan Maxwell vakum dalam ruang-waktu
melengkung.

1.4 Konvensi

Perhitungan di dalam tugas akhir ini menggunakan konvensi unit G =c¢=h = 1.

1.5 Metodologi

Sebagian besar penelitian pada tugas akhir ini merupakan tinjauan pustaka atau pembahasan
jurnal. Formulasi Lagrange pada ruang-waktu melengkung, formalisme Newman-Penrose [11, 12,
|, konstruksi formalisme Newman-Penrose pada geometri Kerr dan persamaan Maxwell, dan
memperlihatkan separabilitas persamaan Maxwell dalam geometri Kerr merupakan tinjauan ulang
terhadap teori dari buku [14]. Sedangkan untuk persamaan Klein-Gordon dalam formalisme
Newman-Penrose telah diperlihatkan di referensi [15]. Penulis akan mengadopsi metode dalam
memperlihatkan separabilitas persamaan Maxwell dalam geometri Kerr ke persamaan Klein-Gordon
dalam geometri Kerr-Newman. Tugas akhir ini diakhiri dengan persamaan Klein-Gordon dalam
geometri Kerr-Newman terakselerasi yang merupakan komponen orisinal dalam tugas akhir ini.

2Persamaan akan bergantung oleh spin coefficients, dan spin coefficients akan dijelaskan lebih jauh di 3.2.



1.6. SISTEMATIKA PEMBAHASAN 3

1.6 Sistematika pembahasan

Sistem penulisan yang dilakukan yaitu:

1.

Bab 1 Pendahuluan, berisikan latar belakang masalah, metode penelitian, tujuan penulisan,
batasan masalah, dan sistematika penulisan dari tugas akhir ini.

. Bab 2 Formulasi Lagrange Pada Ruang-waktu Melengkung, berisikan teori medan skalar

nirmassa, dan teori medan elektromagnetik vakum.

Bab 3 Konstruksi Formalisme Newman-Penrose Pada Geometri Kerr dan Persamaan Maxwell,
berisikan geometri Kerr, formalisme Newman-Penrose, konstruksi formalisme Newman-Penrose
dalam geometri Kerr, dan konstruksi formalisme Newman-Penrose pada persamaan Maxwell.

Bab 4 Separabilitas Persamaan Maxwell Dalam Geometri Kerr, berisikan persamaan Maxwell
dalam geometri Kerr, reduksi pada persamaan Maxwell, dan separabilitas persamaan Maxwell.

. Bab 5 Separabilitas Persamaan Klein-Gordon Dalam Geometri Kerr-Newman, berisikan geo-

metri Kerr-Newman, konstruksi formalisme Newman-Penrose dalam geometri Kerr-Newman,
konstruksi persamaan Klein-Gordon dalam geometri Kerr-Newman, dan separabilitas persa-
maan Klein-Gordon dalam geometri Kerr-Newman.

Bab 6 Persamaan Klein-Gordon Dalam Geometri Kerr-Newman Terakselerasi, berisikan
geometri Kerr-Newman terakselerasi, konstruksi formalisme Newman-Penrose dalam geometri
Kerr-Newman terakselerasi, dan persamaan Klein-Gordon dalam geometri Kerr-Newman
terakselerasi.

Bab 7 Kesimpulan, berisi tentang kesimpulan pada tugas akhir ini.



BAB 2

FORMULASI LAGRANGE PADA RUANG-WAKTU
MELENGKUNG

Aksi merupakan kuantitas abstrak yang dapat menggambarkan dinamika sistem. Dari suatu aksi
akan didapatkan persamaan gerak yang menggambarkan dinamika sebuah medan yang didapat
dari prinsip aksi terkecil. Dari aksi, kita juga dapat mengeksplorasi simetri dalam sistem. Pada bab
ini akan ditunjukkan formulasi Lagrange pada ruang-waktu melengkung.

2.1 Teori medan skalar nirmassa

Diberikannya densitas Lagrangian untuk medan skalar nirmassa yaitu

LN, g") = IV=g = 5 V30" ViVt (21)

dengan aksi

S= [ L. Vb, g") V=gd'a. (2.2)
1%

Terapkan prinsip aksi minimum, yaitu

55 = /(6¢5L m( )>Fd4

RS E-
% 14

- 5L , oL .
_Z{n#<5¢ww>mczw+v/5¢<5w v, <W¢>>Fdx 0,

dengan h adalah determinan dari induced metric dan g adalah determinan dari tensor metrik.
Kaitan dari induced metric dengan tensor metrik yaitu

ox® 0xP
huw = gaB=— > 2.4
14 g 5ayu 8yy ( )
dengan x# adalah koordinat ruang-waktu, dan y* adalah koordinat hypersurface [16]. Dari persamaan
(2.3) didapatkan persamaan Euler-Lagrange yang biasa dituliskan
oL oL
— =V, —=——]=0. 2.5

Terapkan persamaan (2.5) untuk Lagrangian Klein-Gordon, maka didapat



6 BAB 2. FORMULASI LAGRANGE PADA RUANG-WAKTU MELENGKUNG

0Lke - <5LKG> _0
p —

5 5V 1) 2.0
Vﬂ(guvvyw) = 0 '
VAV ) = 0.

Persamaan (2.6) adalah persamaan Klein-Gordon di dalam ruang-waktu yang melengkung. Persa-
maaan Klein-Gordon menggambarkan persamaan gelombang untuk sebuah partikel yang memiliki
spin-0, atau seringkali disebut sebagai partikel skalar. Sedangkan untuk persamaan Klein-Gordon
dengan interaksi elektromagnetik bisa didapatkan dengan melakukan minimal coupling [17]:

V=V, +iCA,,

2.7
VH — VI 4 iCAF. @7)

Substitusikan (2.7) ke persamaan (2.6) menghasilkan
[(VH +iCAM) (V, +iCA) Y =0 (2.8)

dengan A, adalah vektor potensial yang terkait dengan medan elektromagnetik, C' adalah muatan
partikel, dan 1 adalah fungsi gelombang medan skalar yang terkait.
2.2 Teori medan elektromagnetik vakum

Densitas Lagrangian Maxwell bebas yaitu
Lo
Ly = ZF F, (2.9)

dengan F), dikenal sebagai tensor elektromagnetik. Dalam ruang-waktu melengkung F), =
VA, =V, A,, dan dapat dituliskan

o E E, E.
~E, 0 -B, B,
~E, B. 0 —-B,
~E. -B, B, 0

F, = (2.10)

Pada tensor (2.10) memiliki medan spin-1 yaitu A¥. Dari persamaan (2.5) dan (2.9) menghasilkan

Ly 5Ly
- _v, (2= 2.11
0=%a, Y (cWVAM) (2.11)

Masukkan persamaan (2.9) ke (2.11) menghasilkan
5L 1 SF,3F*B
v, oM ) -V, 9laplt” "~

6V, A, 4 OV, A,

2 OF,
_ =z VFOtﬂ af
1Y (WVAJ

(2.12)

1 o0V A 0VgA 1
=V afs a,é’_ B =V Foeﬁ VSH _ SUSH
2 a (WVA;L WuAu) 2" <5a56 555@)

=V, F",
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dengan ‘;ﬁ(i = 0, maka dapat dituliskan
V. F* =0, (2.13)

dengan A* = ((Z), ff) adalah vektor potensial. Selain persamaan (2.13), medan A" juga harus

memenuhi
Valgy +VpFya + VyFap =0, (2.14)

yang dikenal sebagai identitas Bianchi. Persamaan (2.13), dan (2.14) adalah persamaan Maxwell
dalam vakum.
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