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ABSTRAK

Metode spektral merupakan salah satu metode untuk mencari solusi numerik dari persamaan
diferensial biasa ataupun parsial. Skripsi ini membahas tentang struktur dari metode spektral
Chebyshev. Struktur tersebut dibagi menjadi dua jenis, yaitu metode spektral penurunan
Chebyshev dan spektral Chebyshev melalui Fast Fourier Transform ( FFT ). Untuk melihat
akurasi dari metode ini, penulis membandingkannya dengan metode beda hingga pada persa-
maan Klein-Gordon satu dimensi. Selain itu, penulis menggunakan metode Euler dan metode
Runge-Kutta orde empat untuk masalah diskritisasi waktu. Dengan bantuan program MATLAB,
metode spektral matriks penurunan Chebyshev dengan diskritisasi waktu metode Runge-Kutta
orde empat merupakan metode terbaik untuk menyelesaikan persamaan Klein-Gordon dengan
parameter dan syarat awal yang ditentukan. Hasil nilai Root Mean Square Error ( RMSE ) dan
maksimum errornya mencapai 10−12 atau 10−13.

Kata-kata kunci: metode beda hingga, metode spektral, metode Euler, metode Runge-Kutta
orde empat dan persamaan Klein-Gordon satu dimensi.





ABSTRACT

Spectral method is one of methods to find a numerical solution of ordinary or partial differential
equations. This final project discussed of the structure of a Chebyshev spectral method. The
structure divided into two parts, that is a Chebyshev differentiation matrices and spectral
Chebyshev through Fast Fourier Transform ( FFT ). To see an accuracy of this method, the
writer compares it with the finite difference method on one-dimensional Klein-Gordon equation.
The writer uses Euler method and second and fourth order of Runge-Kutta method to handle
discretization time. With an aid of MATLAB, spectral methods of Chebyshev differentiation
matrices with fourth order of Runge-Kutta method as discretization time is the best method to
solve Klein-Gordon one-dimensional equation with some parameters and conditions. The result
is Root Mean Square Error ( RMSE ) and maximum error reach 10−12 or 10−13.

Keywords: finite difference method, spectral method, Euler Method, fourth-order Runge-Kutta
method and one-dimensional Klein-Gordon equation.





Think globally. Act locally.
-Spectral method [1]
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Salah satu topik matematika yang banyak diterapkan di bidang sains adalah persamaan

diferensial biasa (PDB) atau persamaan diferensial parsial (PDP). Sebagai contoh untuk masalah-
masalah fisika seperti mekanika fluida, mekanika kuantum, vibrasi, persamaan gelombang linear
atau nonlinear, dan bidang lainnya. Untuk menyelesaikan masalah tersebut dalam bentuk persamaan
diferensial yang sederhana, solusinya dapat dicari secara analitik. Namun, perlu disadari bahwa
tidak setiap persamaan diferensial dapat dicari secara analitik, khususnya dalam bentuk PDP.
Maka dari itu dengan bantuan komputer, solusi persamaan diferensial dapat dicari secara numerik.
Meskipun hasil dari solusi numerik selalu memiliki tingkat kesalahan atau error, hal tersebut dapat
diminimalisir dengan memperbanyak titik interpolasi.

Secara garis besar, ada beberapa metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa atau
parsial secara numerik, yaitu

• metode beda hingga yang muncul pada tahun 1950an,
• metode elemen hingga yang muncul pada tahun 1960an, dan
• metode spektral yang muncul pada tahun 1970an.

Kelebihan dari metode spektral dibandingkan dengan metode lain terletak pada tingkat akurasi[1].
Selain itu, metode spektral juga dapat dipermudah menjadi bentuk lain, yaitu polinom Chebyshev
dengan memanfaatkan Transformasi Fourier Cepat atau Fast Fourier Transform ( FFT ).

Pada skripsi ini, akan dibahas persamaan Klein-Gordon satu dimensi yang biasa dipakai dalam
ilmu medan kuantum atau mekanika kuantum relativistik. Persamaan ini dibuat oleh dua orang
fisikawan bernama Oskar Klein dan Walter Gordon pada tahun 1926. Awalnya persamaan ini dipakai
untuk masalah elektron relativistik. Dengan bantuan persamaan Dirac, persamaan Klein-Gordon
digunakan untuk memodelkan bentuk relativistik dari suatu elektron. Lalu, seseorang fisikawan
bernama Higgs Boson mengemukakan bahwa bentuk dasar suatu partikel dapat dijelaskan melalui
persamaan Klein-Gordon [4].

Seiring berkembangnya jaman, Schrodinger mengemukakan bahwa persamaan Klein-Gordon
merupakan persamaan gelombang kuantum yang dipakai untuk menjelaskan tentang persamaan
yang dibuatnya. Bentuk persamaan Klein-Gordon adalah bentuk persamaan gelombang klasik yang
berpengaruh pada sumbu horizontal dan vertikal [5]. Karena itu, persamaan Klein-Gordon dipilih
oleh penulis karena persamaan tersebut adalah bentuk dasar dari persamaan klasik gelombang.

1.2 RumusanMasalah
Masalah-masalah yang akan dibahas pada skripsi ini adalah:

1. Bagaimana pemakaian dari metode spektral?

2. Bagaimana akurasi dari metode spektral untuk mencari turunan pertama?

1



2 Bab 1. Pendahuluan

3. Bagaimana akurasi dari metode spektral untuk menyelesaikan masalah nilai batas pada
persamaan diferensial parsial?

4. Bagaimana hasil perbandingan antara metode spektral dan metode beda hingga dengan
diskritisasi waktu metode Euler dan metode Runge-Kutta pada persamaan Klein-Gordon
dengan syarat awal fungsi sinus?

5. Bagaimana hasil perbandingan antara metode spektral dan metode beda hingga dengan
diskritisasi waktu metode Euler dan metode Runge-Kutta pada persamaan Klein-Gordon
dengan syarat awal fungsi Gauss?

1.3 Tujuan Penulisan
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah memperlihatkan penggunaan dari metode spektral pada
masalah turunan biasa atau masalah nilai batas. Selain itu, untuk melihat perbandingan antara
metode spektral dan metode beda hingga dengan diskritisasi waktu metode Euler dan Runge-Kutta
pada persamaan Klein-Gordon satu dimensi dengan parameter yang ditentukan.

1.4 Ruang Lingkup Pembahasan
Pada skripsi ini, pembahasan metode spektral yang digunakan mencakup matriks penurunan
Chebyshev dan polinom Chebyshev melalui FFT. Hasil perbandingan dari metode spektral dengan
metode beda hingga hanya diperlihatkan dari hasil simulasi pada persamaan Klein-Gordon satu
dimensi dengan parameter yang ditentukan. Diskritisasi waktu yang dipakai hanya metode Euler
dan metode Runge-Kutta empat.

1.5 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan pada skripsi ini terdiri dari 5 bab, yaitu :

Bab 1 : Pendahuluan
Bab ini berisi tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan penulisan, ruang lingkup
pembahasan dan sistematika penulisan.

Bab 2 : Landasan Teori
Bab ini membahas tentang teori dasar dari metode beda hingga, skema diskritisasi waktu, transfor-
masi Fourier, persamaan gelombang linear dan pengubahan skala.

Bab 3 : Metode Spektral
Bab ini membahas tentang teori-teori dari metode spektral. Metode spektral yang akan dibahas
adalah metode spektral matriks penurunan Chebyshev dan metode polinom Chebyshev melalui
transformasi Fourier.

Bab 4 : Perbandingan Metode Spektral dan Metode Beda Hingga pada Persamaan
Dispersi Linear Klein-Gordon Satu Dimensi
Bab ini membahas tentang perbandingan metode spektral dan metode beda hingga pada persamaan
gelombang dispersi Klein-Gordon satu dimensi dengan syarat awal fungsi sinus dan fungsi Gauss.

Bab 5 : Kesimpulan dan Saran
Bab ini berisi tentang simpulan dari isi skripsi dan saran untuk pengembangan topik yang dapat
digunakan untuk penelitian selanjutnya.
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