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PENDAHULUAN 

Gambaran Singkat tcntang Apa Itn Fisika Statistik 

Kita tclah belajar tcnnodinamika, yaitu pcrilaku besaran- besaran yang temkur secara 
makroskopik (volume, tekanan, suhu, kalor, energi, entrapi, ... dsb.) berdasarkan analisa 
hasil pengamatan empirik. Ada hukwn-hukum alam dasar yang ditemui, yang dapat 
dil1lmuskan. Kalor misalnya, temyata sebuah wtuud lain dmi energi, selain energi 
mekanik, energi listrik dan magnit, energi suara, energi cahaya, energi nuklir, .... dsb. 
Jadi, kalau kita berpegang pada prinsip "kekekalan energi", maka ada kebebasan untuk 
mengubah wtljud cnergi dari w1uud yang satu ke wujud lainnya, terrnasuk wtljud 'kaIOl". 
Meskipun demikian, pengamatan empirik melllUljukkan adanya sifat yang berbeda dari 
jenis energi w1uud kalor, dibandingkan dengan jenis-jenis lainnya. Kalau w1uud energi 
lain diubah mcnjadi energi kalor, prosesnya dapat bcrjalan dengan efisiensi seratus 
prosen, tetapi kalau yang diubah itu wujud kalor menjadi w1uud lainnya maka 
efisiensinya tak dapat meneapai nilai seratus prosen. Besaran makroskopik yang kita 
sebut suhu (temperatur) ternyata menjadi kendalanya. 

Pertanyaannya, bukankah kita yakin bahwa pembangun materi agregat yang wujudnya 
padat, eair, atau gas ilu terdiri atas molekul, atom, elektron, nukleon, foton, ... dsb. yang 
perangainya (sebagian) sudah kita kenai? Dapatkah kita mengaitkan penemuan yang kita 
I1lmuskan dalam hukurn- hukurn terrnodinamika itu dengan mekanikanya atom, molekul, 
foton, ... dsb. itu ? 

Pada prinsipnya tentu bisa ! Tetapi ada kendalanya. Kendala yang pertama berkaitan 
denganjumlalmya. Penduduk dunia hanya beberapa milyard saja, atau pada orde 10000 
000000, sedangkan agregat kita berisi 10000000 000 000 000 000 000 molekul, atom, 
atau foton. Bagaimana mengolah data mekanikanya ? Kendala yang kedua terkait dengan 
keterbatasan hukum mekanika, yang bentuknya persamaan diferensial derajat dua 
terhadap waktu. Hukum itu memungkinkan kita meramalkan apa yang terjadi kemudian 
asalkan kita \!tIm kondisi awalnya, yaitu posisi dan keeepatannya. Kalau perjalm1an planet 
atau meteor jtu dapat kita ramalkan dengan sangat tepat dengan menggunakan mekanika, 
hal itu disebabkan karena kita dapat mengukur posisi dan kecepatannya pada suatu saa!. 
Jadi, tantang$,hnya adalah bagaimana eara kita mengukur posisi dan keeepatan awal dari 
sekian banyak molekul, atom, atau foton yang ada dalam agregat itu. Kita angkat langan, 
menyerah, kalau itu yang harus kita lakukan. 

Ada hal lain lagi yang menarik kalau kita membandingkan pcrangai alam yang tcrlukis 
clalam hukum- hukum tennodinamika, dengan hukum- hukum mekanika wltuk molekul, 
atom, foton, ... dsb. Hukurn-hukum mekanika itu sifatnya 'time-reversible', artinya kalau 
parameter waktu t diubah mertiadi (-t), kita tetap menemukan lUmus yang sama. Tetapi 
hukum-hukum tennodinanlika tidak 'time-reversible'. Ada pilihan arah-waktu, misalnya 
dalam sistem yang terisolasi sempuma, proses alamnya selalu memilih untuk menaikkan 
entropynya ketika waktu t bertambah nilainya. Pertanyaannya, bagaimana mungkin 
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atllran makroskopik agregat tcrdiri atas 1l1lSUr-unSUf ymlg mengikllti atWlln 'timc­
reversible', sifatnya jLlstm tic"", 'til11e- reversible'. 

Fisika Statistik dirnaksudkan untuk melengkapi pemahaman kita tcntang perangai 
kLlmplilan semaeam itLl tetapi bukan lewat mekamka kllmpulan, yang meskipLln 
prinsipnya / sehamsnya dapat dilakLlkan, tetapi prakteknya tidak mLlngkin terlaksana. 

Altematif pemahaman akan dilakukan lewat pengandaian bahwa peristiwa alam y,mg 
kita nunuskan menjadi hukuun-hukum termodinamika itll, sebenamya sekedar wujud 
gejala yang paling besar peluangnya (,most probable') dari proses alam yang terjadi 
sccara acak. Lewat pcndckatan bernalar scmacam ini tenlyata perilaku agregat yang 
sepintas lalu terasa 'aneh' itu dapat kita pahami. 

Suclah barang tentu, lukisan lewat eara statistik / keaeakan terse but hanya akan tepat 
digllnakan untuk agrcgat yang sudah ada pada status keseimbangan. Proses dinamika 
yang !l1cngungkapkan bagaimana kcseimbangan tcrsebut dicapai, kurang pacla tClllpatnya 
jika diu las lewat statistik yang didasarkan atas sifilt keacakan seperti ini. 

Untuk tahap perkenalan, lUlsur-unsur pembanlo'1.Ul agregatnya, seperti atom, molekul, 
toton, .. dsb. akan diperlakukan sebagai clcmcn yang bebas, satu sama lain. Maksudnya, 
interaksi antar molckul, atom, atau foton pcmbangun agregat itu sementara diabaikan 
dahulu. Teoli Ensemble yang Icbih lengkap akan diberikan kemudian, jika masih ada 
waktu. Dalam praktek statistik jenis scdcrhana yang mengabaikan interaksi antar 
elemennya ini sudah dapat digunakan untuk mCI~elaskan sejumlah perilaku alam yang 
kita amati sepelli yang dapat dimmuskan oleh temlodinamika. 

Fisika Statistik mcngandalkan pada scbuah asumsi a- pliori ten tang keacakall (' random ') 
dati proses alamo L17,imnya di masa lalu, atlalisisnya diungkap dalam bentuk hitungatl 
analitik. Sekarang, dengatl tersedianya mesin komputer yang dapat menampilkan 
'pseudo-random numbers', ada baiknya bahwa disamping cara-carn konvensional yang 
ada juga kita sajikan proses pemahaman lewat cara numerik dcngan bantuan mesin 
kOlllputer. 

Piranti-llUlak yang dipilih untuk dipakai adalah Microsoft Excel y,mg lazil11 tersedia, clan 
dapat dimanfaatkan untuk sejumlah topik garapan tct1entu. Piranti-llUlak ini mudah 
penggunaannya sehingga kita dapat berlatih untuk melakukannya sendiri. Dengan 
dcmikian diharapkan pel11ahaman terhadap apa yang kita lakukan di Fisika Statistik dapat 
tellamUll lebih brat. 
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BAGIAN-I : PIRANTI STATISTIK 

Akan dipcrkenalkan pcnggunaan mcsin komputer unluk mC11611Irlgkap wujud scjumlah 
pengertian yang akan diglmakan dalam fisika statistik. 

Pcrmutasi 

Untuk mengingatkan kembali bagi mercka yang lupa, disajikan program yang 
nic1ukisk,Ul makna sel1a hitungan yang berkaitan dcngan isitlah 'penllutasi'. Berikut ini 
sketsa lukisannya. Pada program yang sesungguhnya, bola A, B, C dan [) diberi wama 
yang berbeda agar tampak lebih nyata ketika bola-bola tersebut climasukkan ke kotak­
kotak yang tersedia. 

Agar dapat cliperiksa secat'a te!iti, clisediakan kolom-kolom untuk mencatatjenis-jenis 
konfigurasi yang ditemuinya. Jika sueiah dirasa Jcngkap, jumlahnya dapat dibaca dari 
nomoI' 11l1ltnya. 

Resel 

PERMUTASI 
Masing-masing bola A. S, C, D dapal dipindahkan dengan mouse 

Masukkanlah bola-bola lersebul pada 4 kalak yang lersedia, 
salu kalak hanya boleh berisi salu bola saja 

Hilung/ah bempa jumlah pole pengisian yang berbeda 

I 1·· >1 ' i'" J I 
2 3 4 

T ombol ini unluk melelakkan bola-bola pada lempal awalnya 

Gambar 1-1 

Untuk mcnglui hasilnya, acla program serupa yang akan melakukan proses permutasi 
lersebut seeara otomatis unluk clitampilkan clan diperiksa. 

Cam Analilik : 

Hitungannya sederhana, lmtuk bola Akita punya 4 pilihan kotak untuk mc!etakkannya. 
Setelah pilihat1 itu diambil, kotaknya tinggal 3. Maka lmtuk bola B kita tinggal pllnya 3 
pilihat1. Setelah itll diambil, untuk bola C kita tinggal punya 2 kotak pilihan. Akhimya 
lInluk bola D hanya tinggal satu kotak, jadi tidak ada pilihan lain. 
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Karcna itu jumlah ragamnya ada 4 x 3 x 2 x I = 4t = 24. 

Jadi balch diambil 111111US umum, untuk N obyek jmnlah pennutasinya ada N I 

Algoritllla perilltalz kOlllputas; IIl1tuk membuat perl1lutlls; 

Kita ikuti proses bemalar sepel1i ketika kita menghasilkan kesimpulan bahwa jumlah 
pennulasi untuk obyck yangjumlahnya N adalah NI. 

Kali ini N=4, dan atolll-alom itu ditandai dengiUl humf A, B, C dm] D. 
Kita dcfinisikan variabcl aa untuk mcnempatkan lokasi atom A) variabcl bb ulltuk 
menempatkan lokasi iltom B, ... dst. 

Untllk atom A, ada 4 pilihan, oleh sebab itu kita boleh memberi tcmpat pada atom A dari 
aa= 1 sid aa=4. Setclah pilihan aa diambil, maka atom B hanya punya pilihan lokasi yang 
bclum dipilih oleh aa, jacli pertlyataan For bb~ I to 4 hams dibatasi hanya bila bb tidak 
sama dengan aa. Sctclah itu giliran ee, hal serupa dengan bb juga berlaku) kali ini untuk 
for ec=l to 4, dibatasi hanya bila ec tidak san1a dengan aa, dan juga tidak sama dcngan 
bb, ....... begitu setemsnya. 

AdaplUl apa yang dilakukan setclah aa, bb, ce, dan dd ditetapkan, kita tuliskan hUlUf"A" 
pada kolom aa, huruf"B" pada kolom bb, humf"C" pada kolom cc, dan humf"D" pada 
kolom dd. Lalu kita berlanjut dengan baris berikutnya, ... sampai selluuh 4! baris diisi 
hlll1lf. hUlUf sesuai dengan lokasinya. Bentuk algoritmanya seperti di bawah ini. 

Plivate Sub pelmutO 
n "" 1 

For bb '" 1 To 4 
If ibb <> ",l) Then 

0:' C'C' =; I To .j 

it lee bb) And (cc <> aa) Then 

p.a~:Sj8("Acuan") .Off;"3e~~ n, aa} .ronnu.li'inC:J "i\" 

Ran~?"e("Acuan") .Offset n, bb) . Formc.laRICl ;;; "E3" 
F.d;'t~!;,'("!\(.:uan") .Off~3et Il, ee) . Fonnu.l.aF..lCl. "e" 

Ra:::~Jc ("i\cuan") .Offset :r!., dd). FonnulaR1Cl "0" 

End If 
Next del 

E;ld If 

End Ii' 
N('::-:1..: bb 

NexL aa 

End Sub 
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Peril! hati-hati karcna kenaikan nilai N! dcngan kcnaikan bilangan N bCI:jalan sangat 
cepat, sehingga simulasi ini dibatasi clengan memilih n = 4. Yang telvcnting adabh jalan 
beq}ikimya. 

Kombinasi 

Misalkan kita punya 10 atom yang dibcri nama A,B,C, D, E, F, G, I-I, I, 1. Atom-atom itu 
akan kita letakkan dcngan peluang yang sama untuk menempati sebuah kotak, tetapi kita 
hanya ingin mengambil sejwnlah n atom sr:tia, luisalnya n = I, atau 2, atau 3, atau 4, 
.. atau 10. Jumlah cara yang berbcda untuk melakukan hal ini dinamakan kombinasi. 

Secant Ulllum, kalau jumlah atom ada Na dan yang hams mcncmpati kotak ada 11, maka 
banyaknya pilihan discbut kombinasi(Na,n). Pada Exccl ada flmgsi untllk 
mcnghitungnya, yaitu fimgsi ~COMBIN(Na,n). 

Rumus matematikanya dapat dinalar dengan cara scderhana. Kita dcretkan misalnya 

A B c D E F G H J 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

sepuluh hUl1lf ABCDEFGIDJ, atiinya kita ingin membagi sepuluh obyck. Untuk mencari 
misainya COMBIN(10,4) misalnya, kita memasang sekat antara hmufkeempat dan hUl1lf 
kelima. HUl1lf- hUl1lf yang ada di kiri sekat itu adalah hmuf-huruf yang akan masuk di 
kotak. Sisanya yang 6 adalah hUl1lf- hUl1lf yang tidak kita masukkan ke kotak, 

Untuk mcndapatkan konfigurasi yang berbeda, kita buat pennutasi antara 10 hurnf tadi. 
Hasil pennutasi yang kita tahu jmnlahnya ada 1O! tadi kita lukis berderet ke bawah 
(karena banyak sckali, tidak kita gambar eli sini). 1umlah 10' itu telalu banyak, scbab kita 
tidak peeluli umtan elari 4 humf yang ada eli scbelah kiri sekat. Jadi hams dibagi dcngan 
jUI11Iah pcnnutasi 4 hUl1lfyaitu 4'. Kitajuga tidak pcduli dengan urutan humfyang di 
scbelah katlan sekat, jadi perlu dibagi lagi dengan jwnlah pClmutasi 6 11ll11lf, yaitu 6'. 
Dcngan dcmikianjumlah cara bcrbcda mcmasukkan 4 hurnt' ke dalam kotak tacli aelalah 

COMBIN(lO,4) ~ 10' / [4' .6' ], secara ul11um COMBlN(Na,n) = Na'i [n'.(Na-n)'] 

Distribusi Populasi 

Lukisan tcntang kombinasi yang kita bahas tadi juga dapat dimiikan sebagai cant 
membagi habis Na atom kc dalam dua kotak. 

Sekarat1g, bagaimana kalau kita punya empat atom A,B,C,D yang ingin kita bagi habis 
pad a tiga kotak yang diberi nomcr 1,2,3. ? 
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Karena tiap atolll pUllya 3 pilihan kotak, maka konfigurasi yang ada tentunya 3 pangkat 
(illltllaIHtiOI1l) ~ 34 

- 81. 

[)Itilik dari pola yang ada pada kctiga kotak tadi, konfigurasinya scdikit bcrbeda. Ada 
konfigurasi 

4()O 
310 
301 
220 
202 
2 I I 
130 
103 
12 I 
I 12 
040 
03 I 
013 
022 
004 

bentuk 1111 hanya diwluudkan bila ABCD ada di kotak I 
ada 4 peluang bagi kotak 2, sisanya Illengikut 
ada 4 pcluang bagi kotak 3, sisanya Illengikut 
ada kombinasi (4,2) untuk kotak I, sisanya ikut 
ada kombinasi (4,2) untuk kotak I, sisanya ikut 
ada 4 peluang bagi kotak 3, lalu 3 peluang eli kotak 2 
ada 4 pcluang bagi kotak I, sisanya mengikut 
ada 4 pcluang bagi kotak I, sisanya mcngikut 
ada 4 peluang bagi kotak I, lalu 3 pc luang di kotak 3 
ada 4 pe1uang bagi kotak I, lalu 3 peluang di kotak 2 
bentuk ini hanya diwujudkan bila ABCD ada di kotak 2 
ada 4 peluang bagi kotak 3, sisanya mcngikut 
ada 4 peluang bagi kotak 2, sisanya mengikut 
ada kombinasi (4,2) untuk kotak 2, sisanya ikut 
bentuk ini hanya diwujudkan bila ABCD ada di kotak 3 

Jumlahnya = 12x3 + 6x3 + 4x6 + I x3 = 81 

I x tampil 
4 x tampil 
4 x talllpil 
6 x tampil 
6 x tampil 
12 x tmnpil 
4 x tampil 
4 x tampil 
12 x talllpil 
12 x tampil 
I x tampil 
4 x tampil 
4 x tampil 
6 x tampil 
I x t<'llnpil 

Ada hal yang menarik di sini, yaitu kalau ke-81 ragalll perwujudan tadi memiliki peluang 
yang sama untllk terjadi, tetapi jika yang kitn amati adalah konfigurasi distribusi atom 
dalam tiga kotak itll, maka ada konfigurasi yang pclwmgnya kccil (1/81) dan ada yang 
peluangnya besar (12/81). 

Kita juga dapat bcmalar lewat cara sempa dengan yang kita gunakan untuk mencari 
rllmlls matematika COMBIN(Na,n). Sekarang sckat kita menjadi dua, yang satu untuk 
memisah katakanlah n 1 huruf pertama, sekat yang kedua lmtuk memisahbm n2 hllruf 
berikutnya. Tentllilya kesimpul,m kita menjadi 

DISTRlB(Na; nl, 112, Na-nl-n2) = Na l I [nl l.n21.(Na-nl-n2)1] 

Coba kita uji dcngan angka-angka pada contoh di atas. 

DISTRlB(4; 0,4,0) = 4! I[OIAI.OI] = I 

DISTRlB(4; 3,1,0) = 4! 1[3!.1 1.0!] = 4 

DISTRIB(4; 2,2,0) = 4! 1[2!.21.01] = 24/[2x2] = 6 

DISTRIB(4; 1,2,1)~41/[1!.21.J11=2412= 12 
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Makin banyak jumlah atom yang kita bagikan kcpada 3 kotak tadi, makin tcdihat 
perbcdaan antara konfigurasi yang pc1uangnya besar dcngan yang pcluangnya kecil. 
Misalnya bila jumlah atom ada 10, jumlah konfigmasi ada 320 ~ 348678440 I (sangat 
besar). Konfigurasi [20, 0 , 0] pcluangnya hanya sekitar (11 3 486 000 (l00) s,~a. Artinya 
kalau kita melakukan undian scbanyak 3,5 miliard kali ada kcmungkinan satu kali kita 
mcnclllukan konfigurasi tersebut. 

Koniigllrasi [7,7,6] akan menghasilkanjumlah ragam 20'1 (7! x 7! x 6') C" 133024320, 
sehingga peluang untttk mcncmukan konfigurasi ini adalah sekitar (1/27). !tu berarti 
ba!1\va lewat pcmbagian sccam aeak scbanyak 30 kali kcmungkinan bcsar anda akan 
Illcnel1111kan koniigurasi [7,7,6] atau [7,6,7], atau [6,7,7]. 

Program Komputer untuk Distribusi Populasi 

Untllk mewujudkan proses DISTR[I3USI pada Excel, perhatian kita difokuskan pada 
atom-atom. Setiap atom A,B,C, atau D balch ditempatkan di mana sajil clalam kotak 
nomer I, 2, dan 3. Kchadiran Icbih dari satu atom dalam sebuah kotak tidak 
dimasalahkan Iagi seperti halnya waktu kita membahas pelmutasi. Vanabcl aa kita 
gunakan kctika kita membahas atom A, tetapi sekarang kotaknya hanya 3, jadi 
nilainyapun dibatasi 1,2, dan 3 saja. 

Agar kita dapat menuliskan semua atom yang menghuni sebuah kotak, maka digunakan 
variabel Teks_aa, Teks_bb, .... clst. Variabel itu membaca dahulu isi teks pacla kotak yang 
ditlu~uk, dan menambahkan humf sesuai dengan humf atomnya. 

Kita memerlukan 81 tempat (bmis) lIntuk dapat menampung scmuajenis kombinasi yang 
ada. Salah satu sei, yang dalam program ini c1ipilih sebagai scl-A4 akan dinyatakan 
sebagai sel "Acuan". Dalam bahasa pemrograman yang ada di situ, Offset(7,2) mtinya 
sebuah sci yang letaknya di baris ke- 7, kolom ke-2 dan sel "Acuan" tadi. Maka untuk 
membersihkan sel-sel akan kita pakai ada submtin yang namanya bersihkan. Barisnya 
dibuat sedikit lebih banyak (98 bukan 81); ini tak ada dampaknya. 

Private Sub bersihkanO 
Range("B5:[;lOO") . FO.Cnlula.RlCl I,,, 
End Sub 

Sekarang kita buat perintah lmtuk membagikan 4 molckul tadi ke clalan1 3 kolol11, dengan 
catatan bahwa setiap molekul bebas memilih kolom yang illgin ditempatinya. Setiap 
pasm1gan pembagian c1ituliskan satu kali (tidak boleh ada konfigurasi yang sarna). 
Submtin berikut ini akan menuliskan 81 kOllfigurasi yang ada. 

Private Sub bagikanO 
bersihkan 

= 1 'di· ... al baris 
l1Iembaq.ikan 

F01" ac1 '" 1 To 3 
FG~_' bb Tn 

For' cc '" 1 To 3 
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Teks c:c 

t\anqe("!\CU,-:1.n H
) .Of'f,_,;et.(n, a,;l) .\j,Jlu(~ 

i-;,--lnqc-: (".2"\.CUCill") .Otff;eL (n, aa). f.'or.-mulaPlCl "" Te~:.',: cttt [," 
(~~\nqc("AClli;ln") .Off:;"~t(n, bb) .Vdj,,:,; 

!Ulllqe("Acl)an") .Off~.,et.(n, bb) . FOJ:l1l111aPICJ "" T\~:s ob "H" 

cki "' t{;:lll'::IC~("i\cuan"i .orf~_:(-'t.(l:, d('11.\/dl'.;;:,· 

Eanq;:;', ".!\cudn") .Of L.'3(-;t: tn, ddj. FOl'll:;;l,'::i-i.l_C:1. = [<e,":- cld I "Ll'< 

;:: "" 1'1 -; 

Nc:<~_ c:c 

;'-lc;xt dd 

End Sub 

Diui daftar yang dilukiskan sebagai hasilnya, akan ditemui, misalnya ada 3 molekul di 
kolom-l, tak ada molekul di kolom-2, dan ada I molekul di kolom-3. Tetapi pemhagian 
populasi semaeam itu dapat teljadi beberapa kali. Misalnya yang ada eli kolom-3 itu bisa 
molekul A, atau molekul B, atau C, atau D. Subrutin berikut ini akan membuat menulis 
data pada tiga kolom, bukan tulisan huruf molekulnya melainkan angka jumlah molekul 
yang terdapat pada masing-masing kolom. Hasilnya ditampung pada tiga kolomlain 
disebelah scI yang kita namakan "Acuan2", yaitu sel 104. 

Private Sub populasiO 
F()l~ n '" 1 To 81 

For j j = .1 To 3 
pop'" Panqe("Acua.n") .Offsct.(n, Lil.Text­
npop = Len(pop) 
Panqc("!\cu,;l;n2") .Offset(n, -jj) . FormulaRlCl 

End Sub 

npop 

Akan tampak dari daftm· yang dihasilkan mesin komputer di situ bahwa ada 4 
konfigurasi yang sebaran populasinya (3,0, I). Dan tentlmya sebat·an yang lain juga ada. 
Kita buat sublUtin berikutnya ymlg menghihmg jumlah konfigurasi dengan sebaran yang 
Satlla. Untuk itu perIu sebuah fungsi penghitung populasi. 

Function hitungPop(ByVal pi, ByVal p2, ByVal p3) As Integer 

[0'0 r: n = 1 To 81 

ppJ Rans;e("Acuan2") .Ofrset:(n, 1.) .Value 
pp2 '" Pange("Acuan2") .Offset(n, 2) .Value 
pp3 ~, Range("Acuan21!) .Offset(n, 3) .Value 
if ~.rl '" p-j:: .£md (r)p::; '" r<:') j\.lld {P[o. 

"Jext. n 
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End Function 

Dcngan memantaatkan fungsi terscbut, kita buat daftar satu lagi, yang barisnya 
mencenninkan scbaran populasi yang berbeda. Hasilllya diungkap pada kolom "i\cuan3" 
Bcrikut ini subt1ltinnya. 

Private Sub isikanO 

;1: L;lL = hi,tunqPop(,;, 0) 

:':<'\"3C ': "/\C\t,"\ ;-:."3" . (l f f .'~C: : I;, 

0) 

Par::.qci'''/\cuan3'''' .Offset in, 

n 
; La i. 

d1 

lli.t·;in,_~~Pup((), 

!\'::UC'!! -;"; .orr:-:: 
·i: 

0) 

I· 

1':C'lnqc'''(\CUunJ'') .Orfset{n, 1) .Fonr::j_~aE1C1 

n "" n + 1 
nilai ~ hi. t. u 11S":l' Pop (3 , 0, 1) 
Rangel"Acuan3 11

) .Offset(n, 1) . FonnulaRlCl 
n'~rl+l 

nilal '" hituWjPop(l, 3, 0) 
f;:ange\"Ac:uan3") .Offset-(n, 1) . FonnulaJUCl 
n ;0; n ~ .1 

ni10.i '" hi.lungPop(O, 3, 1) 

Par1ge("Acuan".3") .Offset:(n, 1) .FormulaRlCL 
n '" n .j 1 

nilai '" hitungPop{O, I., 3) 
FanSJ!;; ("Acuan3") .Offset: (n, 1). FOl.·l\lulaHlC.i 

n ::: n + 1 

ni.1ai. "" hitungPop(1, 0, 3) 

Range("Acuan3") .Offset(n, 1) . FonnulaRlCl 

'" n - L 
nilai 0;: hitungPop(2, 2, 0) 
Ed"::V~("!\cda,,3") .Orfse={n, l' .;;0nl\·~:':'aEJ(,~1 

n 1. Lal hitUYlqPop(2, 0, 2) 

n := n ., 

nilai := hitungPop(O, 2, 2) 
?al":qe("!\cuan3") .Offsct.~(n, 1) . FonnulaRlCl 
n n~' 1 

n.1.1ai ::; hit.ungPop(2, 1, 1) 
:<ange{";'\cuanJ") .Ofb.,et (n, 1) . FonnulaRlCl 

ni 1.", i hi, t: U:1qPOP (1, 1 ) 

Eangc;"'i\cuan3") .OEfset:(n, l) .FoClwlaRlCl 

n "" n + 1 
ni.1~li '" hi.tungFopD, I, 2) 
:\ar:q~;~""t''J::ud;:3''1 .Offset (1'1, 1) .FormulaRlCl 

End Sub 
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Saiinan hasil program Excel terscbut elapat dilihat eli bawah in!. Hanya ada 15 baris saja. 
Dal1ar untllk kolom '"Acuan" elan "Acuan2" tcrlalll panjang untuk disalin di sini. 

Acuan3 Jumlah 

400 1 
040 1 
004 1 
310 4 
301 4 
130 4 
031 4 
013 4 
103 4 
220 6 
202 6 
022 6 
211 12 
121 12 
112 12 

Tabel 1-1 

Hasil ini sesllai dengan bahasan sebelllmnya. Kelebihannya, adalah bahwa jika nanti 
jtunlah molekul, mauplln jumlah status energinya lebih banyak, mesin komputer dapat 
dengan mudah memetakannya, selama masih dalam batas memori yang terscdia. 

Mencari 'most probable distribntion' 

Pada dasamya untuk obyek kumpulan "partikel" yang sangat ban yak itu statistik 
digunakan meneari sebaran dengan pcluang yang paling bcsar, scbab dengan 
pengandaian seeal'a a priori bahwa masing- masing konfigurasi memiliki pelUallg y,mg 
sarna untuk muncul dalam pengamatan eksperimen kita, maka sebaran dengan peluang 
terbcsar itlllah yang sesllngguhnya kita jl1l11pai dalam eksperimcn, elall itulah yang 
me,~adi andalan hasil "observasi" kita. 

Untuk tambahan infonnasi, berikut disluikan hasil simulasi mcmbagi 6 buah spin- I ke 
pada 3 status kuantumnya (sebuah partikel dengan spin-J , akan menalnpilkan 3 bllah 
status, yang boleh kita tandai dengan "+", "0", dan "-". 

Scbuah kesimplllan scdcrhana dapat ditarik, yaitu kalau kita menycbarkan 6 buah 
'partikcl', masing-masing dibeli nama A, B, C, D, E, F, kc dalam 3 bllah kotak, dcngan 
memberi peluang yang sarna bagi setiap partikel untuk menempati salah satu dari ketiga 
katak tadi, maka pcluang tcrbcsar akan terjacli ketika 6 partikel itu dibagikan secara 
merata kepada 3 katak yang ada. 

Fi.l'ika Sfatistik. Proj:B.Sllpl'apto BI'(){(JsisH'(~jo. PhD. 
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Distribusi "+" "0" " " 

1 0 0 6 

< 0 1 5 

0 2 4 
4 0 3 3 

5 0 4 2 

6 0 5 1 
0 6 0 

8 1 0 5 

9 1 1 4 
10 1 2 3 
11 1 3 2 
12 1 4 1 
1 1 5 0 
14 2 0 4 
15 2 1 3 
16 2 2 2 

11 2 3 1 

18 2 4 0 
19 3 0 3 
20 3 1 2 

21 3 2 1 
2< 3 3 0 

2 4 0 2 

24 4 1 1 
25 4 2 0 
2{ 5 0 1 

2 5 1 0 
2t 6 0 0 

Tabel 1-2 

Jumlah 

1 
6 
15 
20 
15 

6 
1 

6 
30 
60 
60 
30 
6 
15 

60 
90 
60 
15 
20 

60 

60 
20 
15 

30 
15 

6 

6 
1 

Di sisi kiri tcrdapat hasil Excel 
mcmbagikan 6 obyck dengan spin­
I ke dalam 3 status kuantuI1l 
spinnya yang dilambangkan dcngan 
"-f"", "0", dan "-". 

Sctiap obyck boleh mCl11ilih saw di 
antara 3 status yang ada, Masing­
masing kombinasi pilihan tersebut 
di beri peluang yang sama. ladi 
seluI1lhnya ada (3 pallgkat 6)=729 
kombinasi (tidak dieetak di sini 
karena panjangnya derctan). 

lika kita tidak mellghiraukan nama­
nama dari kccnam spin- I taeli, 
maka yang teramati hanya 
distribusinya ke dalam 3 statns 
kuantmn ilu. Ada 28 konfigurasi 
distribusi, seperti yang dapat dibaca 
di sisi kiri ini. 

Selelah dihillUlgjmnlah peluang 
bagi masing-masillg konfi!,'1tmsi, 
didapal bahwa peluang lerbesar 
leljacli pada konfigurasi dCllgan 
distribusi (2,2,2), dCllganjumlah 90 

Pcrsoalan yang akan kita hadapi dalam fisika, scIain jllmlah partikelnya sangat bcsar, 
l11asih ada tambahan sedikit kerumitan lagi. Kotak-kotak tempat kita l11cmbagikan itll 
wujuclnya aclalah apa yang dinamakan 'status energi', dengan nilai cnergi y~ll1g tidak 
sama. Misalnyajika partikel ada di katak-l, energinya EI = -5, kalau partikel berada 
pada kotak-2 encrginya E2 = 0, kalau patiikel berada pada kotak-3 energinya 103 = +5. 
Maka sckarallg ada syarat tambahan lagi, yang terkait dellgan ellergi- total dan 6 partikel 
taeli. 

Lukisan lebih lengkapnya menjadi sbb. 

Fisiko Statisfik, Prr4B.Sllprapto Brotosiswojo, PhD. 
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I 

I 

I 

I 

I 

Energi E1=-5 E2 = 0 E3 = +5 E-total 

Oistribusi "+" "0" " " Jumlah 

1 0 0 6 1 30 

2 0 1 5 6 25 

3 0 2 4 15 20 

4 0 3 3 20 15 

5 0 4 2 15 10 

6 0 5 1 6 5 

7 0 6 0 1 0 

8 1 0 5 6 20 

9 1 1 4 30 15 

10 1 2 3 60 10 

11 1 3 2 60 5 

12 1 4 1 30 0 

13 1 5 0 6 -5 

14 2 0 4 15 10 

15 2 1 3 60 5 
16 2 2 2 90 0 

17 2 3 1 60 -5 

18 2 4 0 15 -10 

19 3 0 3 20 0 

20 3 1 2 60 ..s 
21 3 2 1 60 -10 

22 3 3 0 20 -15 

23 4 0 2 15 -10 

24 4 1 1 30 -15 

25 4 2 0 15 -20 

26 5 0 1 6 -20 

27 5 1 0 6 -25 

28 6 0 0 1 -30 

Tabel 1-3 

Umwnnya, dari pengalaman fisika mempelajari perangai a1am, ada upaya alam ini untuk 
lebih memilih kondisi sistem yang energinya rendab. Kita Iihat dari daftar di atas bahwa 
energi-total paling rendab itu -30, sayangnya ini hanya punya freknensi penampilan satu 
kali. Konfigurasi yang freknensi penampilannya paling banyak, yaitu 90, bukan yang 
memiliki energi- total paling rendah. 

Kalau misalnya karena sesuatu hal, energi- total kwnpulan pattikel itu harrIS merniliki 
nilai tertentu, rnisalnya E- total ~ -10, maka daftar kita masih memberi lebih dari satu 
konfigurasi, yaitu (2,4,0) dengan freknensi 15 x penampilan, (3,2,1) dengan freknensi 60 
x penampilan, dan (4,0,2) dengan freknensi 15 x penampilan. Oleh karena itu kita dapat 
menyatakan "most probable distribution" untuk energi-total = -10 adalah (4,0,2). 

Fisika Slptistik, Proj.B.Sllprapto BrolosislVa/a, PhD. 
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BAGIAN-2 

KAIT AN ST A TISTIK DENGAN TERMODINAMIKA 

Mekanika menurut ungkapall Hamilton 

Kita semua sudah kenaI dengan persamaan gerak Newton, sebuah rumusan yang telah 
berhasil, baik dalam menjelaskan sejumlah peristiwa alam yang sudah tedadi maupun 
untuk meramalkan penstiwa alam yang akan terjadi, seperti kapan akan tedadi gerhana 
matahari, atau bagaimana meletakkan orbit satelit komunikasi 'Palapa' agar selalu berada 
di atas wilayah Indonesia, meskipun buminya berputar siang d,m malam. 

Newton menghubungkan besaran yang disebut gaya dengan perubahan posisi sebuah 
benda yang mengalami gaya tersebut. Gaya F akan menyebabkan perubahan posisi r, 
tidak seeara langsung tetapi lewat perubahan dari perubahan posisi tadi yang kita kenaI 
dengan l1runapercepatan. 

Gaya = massa x percepatan 

Kalau kecepatan v adalah pembahan posisi r (terhadap waktu t), maka ada besaran baru 
yang punya makna fisik lain yang disebut momentum p, yang nilainya sama dengan 
massa dikalikan keeepatan benda tersebut. 

Konon kabamya, tulisan Newton yang aseli lebih dapat diartikan sebagai 

Gaya = perubahan momentum (terhadap waktu) 

Karena itn Hrul1ilton membuat nUl1usan dengan menganggap variabel posisi r, dan 
variabelmomentum p sebagai dua variabel yang bebas satn sarna lain. Besaran yang 
menjadi pusat perhatian bukan gaya, melainkan energi yang dianggapnya lebih bennakna 
secara fisik, misalnya dal3111 asas bahwa energi itn konstan sifatnya, sel3111a tak ada faktor 
ekstemal yarrg mengganggunya. Centera panjarlg mengenai hal ini dapat anda sinlak 
pada kuliah Mekanika Lanjut. 

Aturan kedanya begini, nyatakan energi obyek yang kita garap sebagai fungsi dari posisi 
r dan momentum p. Fungsi tersebut killi dikenal dengan nama fungsi Hamilton ( bahasa 
asingnya "Hamiltonian"). Untnk sederhananya, kita ambil contoh gerak dimensi satu, 
variabcl posisi disebut set) dan variabel momentum disebut pet). Kasus yang mudah 
digarap adalah gerak Hannonik. Kalau set) adalah simpangan obyek dan titik 
keseimbangannya, maka rUl11usan Newtonnya menjadi gaya pada saat t, yaitu F(t), 
berbanding lunrs dengan simpangan set), telapi dalam arah yang berlawanan. 

F(t) = - kappa. set) [ 2-1 1 

Karena itu gerak obyek ini dipandu oleh persamaan gerak 
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d 2 s( t) 
massa '--,- = -kappa.s( t) 

dt 

Anda semua tahu solusi dari persamaan diferensial tersebut di atas. 

[ 2-2) 

Dalam lingkup gerak dengan kecepatan yang jauh di bawah kecepatan cahaya, massa itu 
sebuah besaran yang tetap sifatnya. Karena itu persamaan di atas dapat dituliskan juga 
sebagai 

dp(t) = -kappa.s(t) 
dt 

ds(t) = _I -pet) 
dt massa 

[ 2-3 ) 

Dalam gerak hannonik seperti itu, dikenal adanya energi kinetik dan energi potensial. 
Besamya energi kinetik kalau dikaitkan dengan momentum adalah 

Ebnetik (t) ~ p\t) / (2 massa) [2- 4) 

Energi potensialnya didapat dcngan met]jumlahkan besaran reaksi kita pada gaya F 
dikalikan dengan langkah-Iangkah kecil perubahan sirnpangan ds dari sejak energi 
potensialnya paling kecil, yaitu titik keseimbangan s~O sampai ke nilai set) pada saat 
pengamatan kita 

[ 2-5 ) 

Dengan demikian maka energi totalnya, yang kita sebut Hamiltonian dapat dituliskan 
sebagai fungsi s dan p dalam bentuk 

H(s,p)= I p'(t)+kappas'(t) 
2.massa 2 

[ 2-6) 

Jika dikaitkan dengan ungkapan [6] ini maka persanlaan gerak [3) akan menjadi 

dp(t) eJH(s,p) 
--= 

dt dS 
ds(t) dH(s,p) 
--= 

[ 2-7) 

dt dP 

ltulah persamaan gerak Hamilton yang menggantikan persamaan gerak Newton. 

Ungkapan Hamilton ini kemudian temyata berguna dalam menggarap mekanika statistik, 
dan kcmudian mekanika kuantuill. Seperti anda tahu Mekanika Kuantum yang bcrupakan 
'balmsa' dalam mengungkapkan obyck-obyek seperti moleknl, atom, elektron, nukleon, 
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foton, ... dsb. yang ukurannya lebih kecil dari satu nanometer mengungkapkan bahwa kita 
tidak dapat mcngukur secara serentak posisi set) dan momentum pet) dengan ketepatan 
yang tinggi. Kalau ketepatan pengukuran kita tentang set) tinggi, maka ketepatan 
pengkuran kita tentang pet) menjadi rcndah. Demkian pula sebaliknya. Ada prinsip dasar 
yang dikenal scbagai 'Prinsip Ketidakpastian Heisenberg' yang tampaknya berlaku bagi 
upaya kita mencari infonnasi lewat pengukuran. Jika liS adalah ketidak pastian hasil 
pcngukuran s, dan lip adalah ketidakpastian hasiI pengukuran p, maka berlaku hubungan 

[2-8) 

eli mana h tetapan Planck yang nilainya 6,6256 x 10.34 Joule.detik. 

Mellampilkall pola Hamiltoll palla lIleSill kOlllputer 

Untuk lebih meyakinktUJ kita bahwa teknik fisika statistik mel1lpakan altemati f yang 
sepadan dengan teknik dinamika kumpulan obyek, akan kita buat program untuk 
melukiskan gerak dari 10 atom masing-masing dengan energi yang sama. 

Salah satu kendala kita dalam menggarap dinarnika kumpulan benda banyak adalah 
ketidak mampuan untuk mengukur posisi serta kecepatan awalnya. Ungkapan Hamilton 
jika dilukis dengan grafik akan menampilkan gambaran yang lebih cennat. Dibuat l1Iang 
grafik dengan koordinat nilai s dan p (bukan s dan t seperti lazirnnya). Variabel t sebagai 
besaran waktu akan kita tampiikan seeara aktual dari waktu ke waktu (istilalmya 'rea~ 
time' simulation). Ruang (s,p) dalam literaM sering disebut sebagai mang-u. 

Karena kita akan melukis 10 atom maka dideklarasikan dahulu variabellewat perintah 

Dim s(10), p(10) 

Akan kita sederhankan persoalannya dengan memilih besaran kappa=2 dan besaran 
massa = 1/2, sehingga fimgsi Hamiltonnya berbentuk 

Persamaan geraknya menjadi (dp/dt) = - 2s(t) 
(ds/dt) = 2p(t) 

Dalam simulasi i.n.i rentang s dibatasi dari -2 sid +2, artinya amplitudo getaran itu = 2. ltu 
membuat niIai energi H = 4 yaitu nilai energi patensial maksirnumnya. 

Lokasi awal t = 0, yaitu s(l), s(2), .... ,s( I 0) dibuat aeak dalam rentang antara -2 sid +2. 
Tetapi sekali s dipilih maka p tidak bebas sebab hams berlakn H = 4 . Perintah untuk 
membuat acak nilai sanda tahu : 

s == - 2 "'" 4 * Rnd 

Fisika Statislik, Pro/B.Suprapto Brotosis.vojo, PhD. 
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Pilihal1untuk p tcntunya Il1cnjaeli p" akar dari (4 - s' ); tetapi tanelanya bolch positif 
ataupun negatif Untuk itl! dilakukan undian, misa!nya dengan pemyataan 

1-" :\: ':,i 

c I ie' 

End ;, f 

Jika pcrintah sCll1acall1 ini dijalankan untuk pasangan [s(I ),1'(1 )], .... ,[s( I 0),1'( I 0)] dan 
eligambar Icwat XY scatcr Chart, ll1aka akan tampil 10 obyek yang Iokasinya pada tepi 
lingkar;m bCljari-jari 2. Jadi menjalankan program ini bentlang-ulang akan mcnghasilkan 
scbaran yang berbcda-beda tetapi tctap lokasinya tak keluar dari tepi lingakaranjari-jari 2 
itu. 
Sekarang kita buat subrutin yang menggerakkan obyck-obyek tersebut mengikuti aturan 
I11ckanika. Perintahnya sedcrhana 

dt O.tll 

53 Camel :=: S 

pLama p 
~ sLama!- 2*pLanla*dt 
p = pLama - 2*sLama*dt 

Jika itu diterapkan pada pasangan [s( I ),p(l )], .... ,[s( I O),p( I 0)] dan program dijalankan, 
maka sepuluh atom tadi akan bergerak pindah tempatnya, tetapi tetap mengikuti jalur tepi 
lingkaran berjari-jari 2 tadi. 

Altinya, dcngan berjalannya waktu sebcnamya sepuluh atom tadi mcnggantikan peranan 
membagikan seem'a aeak nilai lokasi awal pada mang- U. Tentu saja kalau atomnya hanya 
10 sebaran pada tepi lingkaran itu belum merata, tetapi kalau jumlah atom menjadi satu 
juta, anda tidak dapat mcmbcdakan lagi lukisan di ruang-U, apakah itu dihasilkan 
olch scbaran acak bcrulang-ulang, ataukah itu hasil dinamika gerak atom-atomnya. 
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Gambar 2-1 
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Gas Ideal 

Yang dimaksuel dengan gas ideal adalah kumpulan atom yang bergerak be bas tidak 
saling berinteraksi satu sama lain, kecuali pada waktu mClllunbuk dineling dan 
dipantulkan. Pantulannyapun teljadi secara elastik sempuma sehingga tidak ada energi 
yang terbuang. Perangainya sifat-sifatnya sudah sangat anda kenaL seperti hukul1l Boylc­
Gay Lusac PV ~ NkT, di mana P tekanan, V volume, N jumlah atom, k tetapan 
Boltzmann, dan T sllhll absoillt dalam derajat Kelvin. Sekarang kita akan mcninjaunya 
lewat garnbaran statistik. 

Fungsi Hamilton untuk scbuah atom yang bergerak bebas dalam l1lang dengan volume V, 
dapat dituliskan sebagai 

H(x, y, z ; p" py, pzl = ( p, 2 + p/ + p,2 
) / 2m [2-9] 

Pada mas kanan persamaan [1] tidak terdapat variabcl x, y, atau z. Menurut hukulll gerak 
Hamilton, karcna (oH/ox) = 0, maka [dp,(t)/dt] = 0 beralti momentum dalam arah-x 
nilainya konstan, tidak bembah dengan waktu. Hal sempa terjadi pada arah-y dan arah-z. 

Mellluut aturan ketidakpastian Heisenberg setiar pasangan variabel misalnya x dan p, tak 

dapat diukur secara teliti masing-masing, ada aturan Llx.Llp, 2 h (tetapan Planck). Jadi 
untuk pasangan (x, p,) kita dapat membagi mang-U nya menjadi kotak-kotak yang 
m~Lqing-masing bemknran Llx (dalam arah-x) dikalikan dengan Llpx (dalam arah p,), 
'luas'nya = h . 

p, 

x 

Gambar 2-2 

Kotak-kotak itu dapat diberi nomar inclcks benll1ltan, misalnya kx dalam kecluelukannya 
arah-x, dan kp.x dalam kedudukannya arah-p,. Indeksnya dapat dibnat agar titik X"-O 
bertepatan dengan index kx = O. Jadi nomor indeksnya bilangan bulat positifbila x 
positit~ dan bilangan bulat negatifbila x negatif. Hal sel1lpa dilakukan pada indeks kpx . 

Proses sCl1lpa kita lakukan pacla pasangan (y, py) dan juga pasangan (z, p,). 
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Untuk scmcntara kita akan mcmbuat indcks penomoran 'kotak-kotak' itu bcrturutan, 
misnlnya dari nomor I sid I 000 000 000 (sernilyard). 

Karena jumlah atom N dan jumlah kotak (l 000 000 000 ) besar sekali, maka tampilan 
mesin kornputer tidak akan dapat digunakan. Kita cari tcknik menyimpulkannya Sccara 
analitik. Bila kita mendistribusikan N atom itu kc dalam kontigurasi : 

nl di kotak nomer-l 
n2 di kotak nomer-2 

nscmilyard eli kotak nomer-scmilyard 

maka ak;:m ditcmukan ragam sebanyak 

( 2- 10 ] 

UntLlk mcnemukan konfigurasi yang pcluangnya tcrbesar, kita meneali nilai maksinlum 
daJi besaran W. Menmut atman rnaternatika, jika kita mcmpunyai fungsi dengan variabel 
banyak, maka harga ekstrimnya (minimum atau maksimlUn) diperoleh dcngan 
mcncll1ukan nilai varia bel yang ll1ell1buat fungsi tmunan par'Sial nya terhadap masing­
masing vaJiabel sarna dengan no!. Di sini ada satu milyarel vaJiabel, elan bentnk flmgsinya 
pun ( flll1gsi faktorial ) tidak lazim eli kena!. Ada dalilmatematika yang dapat membantu, 
yaitu dalil Stirling yang menyataksn bahwa untnk N yang sangat besar 

In ( N!) '" N.ln (N) - N (2-11] 

Karena itu, yang kita caJi ll1aksimull1nya bukarl W tetapi In(W). Jadi fungsi yang kita 
maksimumkan adalah 

S<.:lllilyard 

F(n, ,n" ..... ) = N.ln( N)- N - 2,)n, In( n,) - n, 1 (2-12] 

Masih ada hal lain yang perIu diperhatikan, yaitu bahwa variabcl nl, n2, ... ds!. itu tidak 
bebas satu sam a lain, scbab jumlah selumhnya hams ~ N. Jadi ada pembatasan pilihan 
nilainya yaitu hanya sebatas yang memenuhi syarat 

(2- 13] 

Untunglah ada daIilmatell1atika k~in, yarlg dinarnakan daIil Pelipat Lagrange, yang 
pemyataannya sbb. 

Jika ada fungsi F(x,y, ... ) yang variabelnya dibatasi oleh syarat G(x, y, ... ) = 0, dan 
l(x,y, .. )~O, maka ada bilangan tertentu ex dan ~ sehingga pacta titik (x,y, .. ) yang mcmbuat 
F maksimum berlaku 
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[ 2- 14 ) 

clst. 

Dal;1 tersebut clapat kita terapkan untuk fungsi 
SCJJlilyard 

F(n"n" .... )=N.ln(N)-N- 2)n;ln(n;)--n;) [2-15 ) 

Ada clua kenclala yang mcmbatasi pilihan kita tentang t\ . Kendala pertama clisebabkan 
karenajumlah semua populasi t~ hams sama dcngmljumlah atom yang ada, yaitu N. 
Maka akan kita gunakan fungsi pembatas 

[ 2-16) 

Kenclala yang keclua tetjadi karena pada setiap kotak n, tcrkait nilai energi tertentu £, 
sedangkan gas ideal yang kita bahas energi totalnya = U. Berarti jumlah tV:, seluruhnya 
hams = U yang bemilai tertentu. 

(n,£, + n,£, -!- ....... ) = U [ 2-17 ) 

Jadi kita tambahkan flrngsi pembatas 

I(nr ,n2, .... ) = (n,£, +n,£, -!- ....... )- U [ 2- I 8 ) 

Maka kondisi untuk sebaran populasi atom-atom yang paling sering dijumpai ("most 
probable") clalam proses pengukuran pada kotak-kotak tadi menjadi 

In(nr ) -!- a + ~.£ r = 0 
In(n2 ) + a + ~.E2 = 0 

clst. 

[ 2-19 ) 

Sebaran populasinya tidak ll1crata, melainkan merupakan ti.mgsi yang terkait dengan 
energi pilihan nilai kecepatan partikel. Untuk lokasi j yang terkait dengan energi Ej 
populasinya menjadi 

IlJ = exp(-a).exp(-fl.£j) [2-20 ) 

Nilai tetapan a mudah dicari dengan mengingat bahwa jtunlah semua populasinya harus 
sama dengan jumlah atom N. Tepatnya, kita peroleh bentuk 
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N 
n = . cxp( -P·E ) 

I sC·!1lI!y.tnl ) 
[ 2- 21 ] 

L,CXp(-p.r:,) 
1"1 

Nilai ~ masih harus dicari, tidak lew,lt argumentasi statistik tetapi (ewat perangai tisika 
obyck yang kita garap yaitu Gas Ideal. 

Ungkapan rersamaan tl2 J melllllllgkinkan kita lmtuk menghitung energi (kinetik) rata­
rata atom yang ada c1alam Gas tcrsebut. lika kita menuliskan (~ aclalah hUl1lfkccil z 
dalam a!labet Yunani) 

sCIll'i!YMd 
~(P) = L exp( -f3.£, ) 

j;o;! 

maka nilai rata-rata energi sahl atom dalam Gas dapat diungkapkan sebagai 

oln ~(P) 
op 

Karena itu kita perlu menghitung seeara eksplisit berapakah ~(P). 

[ 2- 22 ] 

[ 2-23 ] 

Untuk itu kita kembali pada proses penomoran yang semula. Sekarang kita akan 
menghitung besaran yang dituliskan sebagai ~(P) yang lazimnya disebutfimgsi partisi 
atom. Nilainya sama denganjumlah untuk semua kotak dari fungsi exp(- PEl, dengan E 
adalah energi atom bila bcrada di kotak yang dimaksud. ladi 

[2-24] 

Dengan mengingat bahwa L'.x, L'.px, ... dst itu nilainya kecil, maka penjumlahan itu dapat 
diclekati dengan integral 

[2-25] 

Faktor (1/h3 
) menlpakan ungkapan dari [1I(L'.x.L'.p,).(L'.y.L'.Py).(L'.z.L'.iJz)]. 

Integral terhadap x, y, dan z menghasilkan vol lime V karena integrandnya bemilai I, 
scdangkan integral tcrhadap momentUtlll1ya, clcngan rentang batas antara _DO hingga += 

menghasilkan [.j2mnl P l' (hhat Lampiran A). ladi 

20 

~(P) = (lIh3).V. [.j2TCm/p]' [2-26] 
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Jika kita mcnghitung cncrgi rata-rata sctiap atom dcngan mcnggunakan pcrsamaan [2-23 J 

dcngan mudah didapat 
<£> = (3/2~) [2-27] 

Anda sudah mempch~ari dari tcori kinetik, bahwa untuk gas ideal <£> = (3/2)kT di mana 
k tctapan Boltzmann dan T suhu absalut dalam derajat Kelvin. Jadi kita baleh 

mcngidcntifikasi parameter ~ = (lIkT). 

Suplcmell 

Jika anda kurang yakin mengapa energi rata-rata atom dalam gas ideal <£> = (3/2)kT, 
berikut ini pCI~c1asannya. 

Misalkan bahwa Illang kita berbentuk kubus dengan sisi L. Kita perhatikan gerak atom, 
mass a Ill, dcngan kecepatan v yang komponen aral-rx-nya adalah VX. Ketika me numb uk 
dinding yang tcgaklmus sumbu- x atom akan dipantulkan sehingga arahnya beIllbah 
sesuai dengan hukLUl1 pantlilan sempuIlla. Komponen vx akan beIllbah mel~adi ··vx, 
beral1i ada peIllbahan momentum sebesar 2.m.vx. Proses tadi beljalan bentnlt-tuIllt, 
setiap selang waktu (2L1vx). Jadi gaya F yang beketja pada dinding, yaitu jumlah transler 
momentum per satuan waktu, adalah 

F = 2m.vx m.vx 2 

2L1vx L 

Untuk N atom, tentu vx2 pada gaya F IUU1IS diganti dengan (VXI2 + VX22, ...... + vxi). Atau 
kalau kita delinisikiU1 nilai rata- rata vx sebagai 

( 
2 2 2 ) 

(vx')= vx , 
+VX2 N+····+ VXN maka <F>=(IIL).N.<vx2> 

Kecepatan rata-rata atOI11, 

Tetapi tentlmya < vx2 > = < vi > = < vi > ,sehingga < vi- > = (1/3). < ..; > 

Tekanan P pada dinding adalah rata-rata Gaya per satuan luas. Jika luas itu A = L *L, 
maka 

Padahal kita slJ(lah mendapatkan hukum empirik PY = N kT, jadi ungkapan di atas 
beral1i 
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Ruas kifi persamaan di atas adalah encrgi kinetik rata-rata dari atom dalam gas ideal kita, 
dan untuk gcrak bcbas mcrnang energinya hallya bempa energi kinetik. ladi mcmang 

balch disimpulkan bahwa 

Calalall 

3 
(£)=-kT 

2 

Ketika kita l11enunmkan mmus [2-21] sesungguhnya obyek agregat kita bempa gas ideal 
sama sekali tidak muncul seeat"a eksplisit. Kita hanya membagi-bagi kotak variabel yang 
nilainya terkait dengan energi. ladi nunus semacrun itu mestinya juga berlaku pada 
kasus-kasus agregat yang lain. Kasus gas ideal itu kita pakai hanya ketika kita ingin 
mcncari niJai parameter f3. Pengalaman kemudian menunjukkan bahwa pengblUnaan nilai 
~ ~ (I IkT) itu ternyata tidak hanya berlaku pada kasus Gas Ideal saja, tetapi juga pada 
kasus pada UJ11urnnya. 

lacli, pada dasarnya dapat dirumuskan aturall sbb. Jika kita punya agregat yang berisi N 
atom yatlg tak saling berinteraksi satu sama lain, sedangkan atom-atom itu boleh 
memiliki pilihan 'status' yrulg dapat diberi indeks tertentu, misalnya j, maIm dalam 
lingkungan dengan suhu T derajat Kelvin, sebaran populasi tiap statusnya adalah 

22 

N 
n) =------exp(-£/kT) [2-28] 

L,exp(-£;lkT) 

eli malla £j adalah energi atom tersebut pada 'status' ke-j, dan k adalah tetapan 
Boltzmann. Ungkapan pada persamaan [18] dikenal sebagai Distribllsi MaxwelI­
BoltLl11ann. 

Ilustrasi dellgan program komputer 

Untuk Icbih memahrul1i makna hitlmgan kita akan elisajikan disini prol,'Tilm komputer 
untuk mclukiskan konsekuensi dmi distribusi Maxwell- Boltzmann itu. 

Scbagai contoh sedcrhana dimisalkan bahwa ada 10 status cncrgi obyek (pm1ikel) yang 
kita garap. Besamya encrgi EO) = j uIltuk muciahllya, berar1i punya rClltang dari I sid 10. 
Itn kita tuliskatl pada kolom EO). Kolol11 sebelahnya nilainya = exp[-EO)/kT] yang 
tcntlmya bergatltllng pada nilai kT. Oleh sebab itu disiapkall sel ulltuk mCllrunpung nilai 
kT y,mg kita pilih. lwnlah dari kolom-2 ini aclalah [aklor pel11bagi Ulltuk membuat 
distribusi peluang itu akhimya jumlahnya = I. Kita isikan hasilnya nO) peluang untuk 
rncnempati status no mer j, pada kolom kctiga. 

Fisika St(ltistik, Pr(~j:B.SllfJr(lp[O Bro{osiswojo, PhD. 



kT = 9 

Oasar enero; E(;) eXDf-E(;)/kTI n(i) N(i) 

1 0.89483932 0.156767 0.156767 
2 0.8007374 0.140282 0.297049 
3 0.71653131 0.12553 0.422579 
4 0.64118039 0.112329 0.534907 
5 0.57375342 0.100516 0.635424 
6 0.51341712 0.089946 0.725369 
7 0.45942582 0.080487 0.805856 
8 0.41111229 0.072023 0.877879 
9 0.36787944 0.064449 0.942328 

10 0.32919299 0.057672 1 
z = 5.7080695 

Tabel 2-1 

Kolom ke-4 memerlukan sedikit penjelas>ln maknanya. isinya : baris- I sama dcngan n( I), 
bmis-2 sama dengan baris peliama ditambah dengan n(2), batis-3 sama c1engan baris-2 
ditambah dengan n(3), ... dst. Baris- 10 tentunya = I sebab jumlah seluruh batis dalam 
kolom nUl itu sama dengan I. 

Jika nilai kT dipilih, maka nilai-nilai yang ada pada kol0111-2 sid ko10111-4 akan berubah 
secara otomatis. 

Nah, sekarang kita akan membuat 1000 undian bilangan aeak antara 0 dml I, yang 
melukiskan kondisi sebuah patiikeJ. Setiap nilai dalam rentatlg (0,1) ilu memiliki peluatlg 
yang sarna berdasarkan "pseudo random number" yatlg ada di mesin komputer. Kita 
siapkan 4 macam nilai kT, yaitu 0.3, 2,6, dan 9 agar ada vatiasi. 

Untuk setiap nilai kT yang acla, dibaca nilai N(j) untukj=1 sid 10. Jika bilangan undi tadi 
letaknya antma 0 dengan N( I), maka pada baris- I kelompok data "Acuan" nilainya 
ditambah dcngan 1/1000, artinya ada tambahan satu patiikel pada cncrgi n(I). Kalau 
bilangan undi tersebut letaknya antara N(I) dengan N(2) maka baris-2 c1ari kelompok 
data ini ditambah niJainya dengan 1/1000, ... begitu seterusnya. Setclah 1000 nialai undi 
maka terscbarlah 1000 patiikel itu mengikuti distlibusi Maxwell- Boltzmann. 

Data tersebut kemudian kita lukis c1engan Graph. 

Programnya sbb. 

Dim batas{lO) 
[Jim pop(lO} 
Dim jmlPartikel 
Di.m urut(4) 
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Plivate Sub awalDataO 
}Ul1Pan- ih'd Co; 1000 

End Sub 

Private Sub nolkanO 

"( ) 1- '" () 

:ZitIll.V'\"I\cuan"':' .Offset,(j., i) .Va,'iue = r50p(i) 

End Sub 

Private Sub hiumgSebaranO 
For i. ;0; 1 To lO 

bata.s(i) '" Ranqo.("Dasar"J .Offset-{i, 4) .Value 
Next i 
batas (0) co, 0 

End Sub 

Private Sub euplikau(nomer) 
Fot" i ::: 1 To 10 

pop (i) '" 0 
Next i 
hitungSebaran 
l\a.nclolll i zc 
For n = 1 To jmlPartikel 

undi. '" Rnd 
F01~ i '" 1. To 1 0 

pop (i) '" pop(iJ + 1 / jmlPax:tikel 
Ran'Jc(".i\cuan lt

) .0[1:,,;et(.1, 110mel") "" pop(i) 

End If 
Next. i. 

Next n 

End Sub 

Private Sub ProsesO 
a',~·alDat.a 

i'luJ.kan 
:;-;n j j = 1 To 'i 

:<.dllqCl,"kT"} Vi:\iu;::; 

cclpJikan ji 
Next jj 

End Sub 

:.1 J:"U t. (j j 

Hasilnya dapat dilihat pada tabel di bawah ini 
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Acuan kT-0.5 kT-3 kT-6 kT-9 
0.877 0.412 0.223 0.168 
0.101 0.214 0.145 0.145 
0.018 0.166 0.135 0.118 
0.004 0.094 0.113 0.104 

0 0.044 0.107 0.105 
0 0.018 0.07 0.081 
0 0.029 0.068 0.084 
0 0.009 0.057 0.073 
0 0.011 0.044 0.065 
0 0.003 0.038 0.057 

Tabel 2 .. 2 

Kalau dilukis c1cngan Graph hasilnya sbb. 

Distribusi Boltzmann 

1 T····· .... ·· -_. __ ............. ·····~ .. c···-... c·.· .. ··~7·-· 

3 5 7 9 

energi 

Gambar 2-3 

Tentang makna dari bilangan NU), untukj=4misalnya, aclalahjumlah peluang sebuah 
partikelmemiliki energi anlm'a 0 clan N(4). Karena itu N(IO)~1. Jacli kalau nilai uncli 
antara N(3) c1engan N(4) berarti bahwa partikel tersebut mempakan al1ggota 11(4). 

Kita akan mcnjumpai masalah sempa ketika nanti jumlah status kuantum energinya 
sangat besar. 
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Hubungan dengan fungsi Tennodinamika yang lain 

Untuk mcndapatkan gambaran yang !chih iengkap, kita darat bcnnain dengan fimgsi­
fungsi tCllllodinamika bin scpcrti yang suclah kita kenai. Ada flmgsi cncrgi bcbas 
I klmholtz yang didefinisikan sebagai 

1"" U T.S [2- 29) 

Dari hllkllm kcdlla Tcrmodinamika, dU = T.dS -- P.dY, akan kita peroleh atllran 

dF = dU ... T.dS ... S.dT = -P.dY - S.dT [2-30) 

Seeara matematika kita dapat menuliskan 

p-
{

ill" ) 
ay r 

[2-31 J 

dan s __ (aF) 
ilT v 

[2-32] 

Berarti hllbungan antara U dan F dapat dituliskan dalam bentuk lain, yaitu 

F = U + T.( ilF ) 
ilT v 

atau U=F_T{aF) =_T2~(F) 
aT v ilT T 

[2-33) 

Kita sudah mendefinisikan fungsi yang kita sebut sebagaijimgsi partisi atom 

I;(~) = I exp( ~c;) , 

atau dalam ungkapan lain I;(Y,T) = Iexp(-c; IkT) [2-34] 

Akan kita detinisikan besaran lain, yang sementara ditulis sebagai Q(Y,T) = - NkTln( I; ). 
Kalau kita menghitung 

_T2_(_ - = NkT2 -In(l;)= N-'-'-----
1 (Q) il IE; cxp(-c; IkT) 

aT T aT Iexp(-c; IkT) 
; 

N(c) = U 

Jadi kita dapat mengidentifikasikan Q sebagai fungsi energi bebas Helmholtz F 
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Dcngan dClllikian rcsep hitungan kita mCI~adi lcbih l1ludah. Apapun obyck yang dibahas 
kita dapat mcnghubungkan hitungan statistik tcntang Hmost probable distribution" 
dcngan fungsi- fungsi tennodinamika lcwat langkah berikut. 

(a) Ilitung/illlgsi partisi alum lJV,T) = Iexp(-E; IkT) 
; 

(b) Tuliskan tlUlgsi energi bebas Helmholtz sebagai F(N,V,T) = -NkT In(i; ) 
(c) Kita dapat menghitung bcsaran fimgsi tClmodinamika yang lain, dari 

p=J~) S=_(JF) U=_T2~(F) 
\ av r' aT v' aT T 

Kalau diterapkan pacla kasus Gas Ideal, sekarang kita clapat menghitung entropinya, 

S = Nk [In V + (3/2) In T + e ] [3-36] 

dengan e '" - In -- +-3 (2mnk) 3 
2 h 2 2 

besaran yang tidak bergantung pada T, V, dan N, 

Catatan 

27 

Rumus jlli beltun seratus prosen henar, karena mengundang apa yang dinamakan 
Pradox Gibbs, 

Zat Padat 

Selain Gas, wujud lain yang mudah digarap adalah bahan padat, yang tidak mudah 
berubah bentuknya, clalam bayangan kita molekul (atau atom) pembentuknya itu oleh 
gaya tarik antar molekul seolah-olah "melckat" satll sama lain, n1cngikuti aturan tertentll. 
Ada geometri khllslIs yang mcmpelajari bentuk tatalaksana wtUlId padat ini, yang sering 
disebllt kisi- kisi ("lattice"), 

Pengukuran kapasitas panas bahan padat 11l11llmnya menllnjuk: pada nilai C,,(T) pada suhu 
mang sebesar 3 Nk, dua kali nilai C,,(T) pada bahan yang benlpa gas, Hal itu juga dapat 
dijciaskan lewat cara yang sangat sedcrhana, Molekul atau atom yang ada pada bahan 
padat tcrsebut sesungguhnya ticJak cJiam (statik) melainkan bcrgetar, katakanlah 
mengikuti gerak hmmonik, Energinya dapat diungkap dalam besaran simpangan s dan 
momentwl1 p menm,'llllakan ungkapan mekanikanya Hamilton sebagai 
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p2 K ') 
£(S,p) = - + -s" 

2m 2 
[2-37] 

Jika gerak getaran itu terjadi dalam arah 3-dimensi maka ungkapannya mer~acli 

[2-38] 

Untllk mlldahnya, kia anggap saja masing-masing molekul pacla kisi-kisi itu bergctar 
dcngan frkuensi yang sama, berarti tctapan pegas K nilainya sama. Jadi garapan kita 
terdiri atas N molckul yang mclakukan getman hannonik scperti dilukiskan oleh 
persamaan [2- ] di atas. 

Kita ciapat mcnyatakan bcsaran fungsi pm1isi atom scpclii yang ada pad a persamaan [2-
25] menjacli 

Karena besaran x, y dan z, demikian juga px, Py, dan pz dalam ungkapan di atas dapat 
ditulis sebagai faktor terpisah, maka ungkapan itu juga dapat dituliskan sebagai 

Kalau dihitung hasilnyn 

Dan sini kita dapat menghitung energi rata- rata per atom 1 molekul lewat 

(E) = () In <; (~) = 31 ~ = 3 kT 
()~ 

Energi intemal VeT) = N (E) = 3NkT. 

[2-39] 

[2-40] 

[2-41] 

l3esaran yang biasa kita ukur dalmn ekperimen itu bukan energi intemal V, melainkan 
kapasitas panasnya, yaitu banyaknya energi yang kita perlukan untuk menaikkan suhu 
benda tersebut dengan 1 derajat. Vntuk zat padat dari persamaan [2-50] kita dapatkan 

Cv(T) = dV(T)/dT = 3Nk. [2-42] 

Catatan: Sifat bahwa untuk hampir semua bahan padat kapasitas panasnya = 3Nk itu 
ternyata hanya berlaku pada sullU yang tidak teriaiu rendah. Pengukuran pada sullu 
T -j) menunjukkan bahwa CdT) juga -;>0. 
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Pellcrapall mekanika kuantum 

f\1cI1urut !llCkanika kuantum, status cncrgi scbuah osilator ham10nik ditandai dcngan 
scbuah bilangan kuantum n yang nilainya bolch 0,1, 2, 3, ..... dst. Energi osilator pada 
status terschut nilainya 

1.'" = hv(n + 0.5) [2-43] 

di mana h tetapan Planck dan V lickllcnsi osilator terscbllt. 

Dengan dcmikian kita dapat menghitung bempa cnergi intemal U dari bahan padat 
tcrsebut pacla suhl! T, dengan menghitung 

dcngan 

"IN -, 
U = --- 2>' exp( -c, I kT) 

Z 1",0 

~ = 2:exp( -E j I kT) 
j:::() 

[2-44] 

[2-45] 

yang lazim discbut fungsi pattisi, Suclah kita bahas sebelumnya bahwa jika besaran 
(II kT) kita tulis sebagai parameter [3, maka ungkapan untuk energi intemal U mel~acli 
lebih seclerhana 

[2-46] 

Oleh karena itll akan kita hitllng sekarang nilai z([3) tersebut. 

29 

~ ~ exp(-[3hv/2) 2 
i;(f3) = 2: exp(-f3E

J
) =2:exp(-f3hv[j+O,5]) = =-,--,---

jcO yO 1- exp( -[3hv) smh( [3hv 12) 
[2-47] 

jadi akan kita dapatkan 

U =(3/2)Nhv cosh([3hv/2) = (312)Nhv e
lll

,'" +c,o''''/2 
sinh( f3hv 12) e

" 
'" , - e lll'",' 

[2,48] 

Secara sederhana dapat dilihat apa yang terjacli pada T sangat rendah, dan apa yang 
teljadi jika suhu T sangat tinggi, Pada T satlgat rendah bcsaran [3 menjadi sangat besar 
schingga kita peroleh 

U -) 3Nhv [2-49] 

Bcralti bahwa U nilainya bukan not pacla T -)0, Ada sisa energi, yang mCll1buat osilator 
ll1asih tctap bcrgetar. !tu sudah bisa diramalkatl sebab pada T=O tentunya sell1ua osilator 
akan menempati status dcngan energi paling rendah, dan ilu nilainya tidak nol seperti 
anggapan kita secara klasik. 
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Kalal! T sangat tinggi niJainya, maka kita dapat mcnuliskan eX ;::; (I + x + .... ), schingga 
cllcrgi U mel~adi 

U := (3/ 2)Nhv 2kT = 3NkT [2-50] 
hv 

30 

Ittl 5am3 dengan ramaian perhitlU1gan klasik, karcna setiap osiiator seeara rata-rata pada 
suhu T akan mcnyumbangkan nilai encrgi sebcsar kT. 

r)",,~q;-l:: r:ump"t,.:;·, L'~:.:lt;l.a!: qraf.ik ·.';Il,.;l·~Ji ln~;c~.'nal l.-ata-1.'atd q,,'td;'dll 

:i;c.'~'-~K~: .nya (U N) ~,·"baSJdi f:'1 .. 1t1SF;j da"(.1. besaran f~ untuk ll1enydk~;_i}:dn 

[.;dc;;ai ,-,,:\;>:1 pel"d:<jd."- ~~nerq.i. int.Cl :;al tCl.-sei:)l.1c' hnda sebaikn'/d :Uq:i 

'~l,_-'m(:nJd:- bC".;dl-d,ll h ;-ian \' ,:;ebaqa"i. pacamc:t.c:r' ;rdnq '~L1E)dt: dit:bdh- ;1:;;(\, 

nil a i r:'"<'! . 
iJ"--:Zlt.lar, ~U~:ji3. qra£i.'>. (U/i:<} t,er."ha::1ap suhu T, pc-r:iksalah d~:;akail bctuJ 
;':~~Si'I'·r·_:-dn analj.::~~ \/c1nq };,.tta ~:~:or)ut eli acas ? 

t.felllhalldillgkall hasil hitllllgall dellgall ItaSil pellgalllatall eksperimell 

Dmi ungkapan U sebagai fungsi dari subu T, mestinya kita dapat mcnghitung besal11ya 
kapasitas panas tadi sebagai 

Cv=dUldT [2- 51] 

Jika kita menuliskan variabel x = hv/2kT, maka 

dUidT = (dU/dx).(dxldT) [2-52] 

Dati definisi x kita dapat dxldT = - xII, sehingga 

(3/2)Nhv (x/,T) 
sinh" (x) 

Diungkap dalam T : 
2 

CvCT) =3Nk(~) -~,:----
. 2kT sinh -(Iw/2kT) 

Pada suhu T yang tinggi besaran x menjadi sangat kecil sehingga 

sinh(x):= (1/2)[( 1 +x) ~ (I-x)] := x [2-55] 
maka 

Cv(T):= 3Nk [2-56] 
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scpcI1i yang kita jllmpai pada hasil pcrhitllngan dcngan osilator klasik. Pada hitungan 
dcngan osilator klasik nilai Cv(T) = 3Nk dan mcrupakan bcsaran yang konstan tidak 
bcrllbah dcngan pcrllbahan suhu T, tcnnasukjika T ~ O. 

Apa yang dijuillpai dalam ekspcrill1cn adalah bahwa Cver) semakin kecil nilainya kctika 
suhu T mendckati O. Kalau T -7 0 maka x menjadi sangat besar sehingga besaran sinh(x) 
akan Illcndckati (1/2) exp(x). Maka persall1aan [12] akan Il1cnlbah menjadi 

Cv(T) =(312)Nk(~)2 cxp(-hv/kT) 
kT 

[2-57] 

Al1inya, memang benar bahwa Cv(T) akan mengccil ketika T mendekati O. Jadi model 
Einstein yang sangat sederhana ini daJam garis besamya dapat menerangkan perangai 
kapasitas panas sepclli yang diamati dalall1 cksperill1ell 

Sayang, ketika pengukuran ekspcrill1cn itll c1ilakuk<m lebih teliti lagi pada suhu T 
ll1cnc1ekati 0, hasil hitungan Einstein itu menunjukkan proses menunmnya Cv{T) yang 
terlalll cepat. Kell1uc1ian ada model lain yang lebih cermat yang c1ibllat olch Debey yang 
Icbih mendckati hasil cksperimen. 
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BAGIAN-3 : WILA YAH KUANTUM 

kfeJlgllngliap Flingsi Distribusi cia/am skala Energi 

UntLlk kasLls yang bam kita bahas yaitLl osilator hannonik, kebetulan bilangan kuantul11 n 
untuk cncrgi osilator munell! sccm-a linier dabm skala energi 

En = hv( n + 0.5), dengan n = 1,2,3, ... ds!. 

Oleh karena itLl l11embLlat fllllgsi distribusi dengan pembagian menumt indeks n, 
sekaligus juga melukiskan distribusi peluang dalam skala energi. 

[3-1 J 

Tidak del11ikiml halnya, jika yang kita garap itu partikel bebas sepcrti molekul dalal11 gas. 
Ada 3 bilangan kuantum yang menctapkan status cncrgi partikel, namakanlah itu (!lx. ny, 
I1z). Hanya s,tia hubtmgan antara nilai encrgi dengan bilangan kuantul1l tcrsebut adalah 

~nx.ny,n') = A(nx' + ny- + ni) [3-2] 

dengMnx,ny,nz bilMgml bulat (positif maupllll negati!), Artinya, pada lapis energi 
dengan nilai tertentu E, akM terdapat banyak status energi yMg ada di sitn. Nilainyapun 
bergmltung pada berapa nilai E, 

Agm' mudah membuat perhitungan, ada kalanya kita tidak lagi l11engb'lmak~m skala 
bilangan kuantul11 (yang tentunya berbeda untllk kasus yang berbeda), tetapi dengan skala 
energi sebab besaran energi (atau ttmll1annya) yang akM mlmeul dalam hasil pengukuran 
ekspelimen, Untuk l11enmnpung adanya lebih dari satu status dalam satu lapis energi, 
maka pola hitungan kita harus diubah, 

Dalal11 skala energi 

nomor lIntt lapis cncrgi 
nilai lapis energinya 
jUl11lah status pada lapis ini 

Dali N pmtikel, didistribusikM dalal11 lapis energi masing-l11asing denganjurnlah sbb, 

jl1l111ah pmtikel dalal11 lapis energi nl n2 n3 

I Iitungan ymlg kita gunakan selal11a ini l11el1lpakan kaslls khllSUS dengan gl = g2 '" ... = I. 
Untuk itll kita jUl11lah koniigurasi ymlg I11I111gkin adalah 

Wen I, n2, .... ) = NI ! (nl Ln21.n3 1" ... ) 
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Lalli kita lllcncari fungsi distribusi scbagai distribusi (n I,n2,n3, .) yang membuat W (atau 
In W) maksimum dcngan syarat 

Il I +1l2+n3+ ... =N dan IlI.E, + 1l2.E2 + .... = U (tctap) 

Itll kita hilling dcngan mcngh'll1lakan dalil ke!ipatan Lagrange, dt mana hanls ada 
bilangan ex dan ~ sehingga berlaku 

(CllnW/Clns) + ex + ~.E, = 0 untuk sernua s = 1,2,3, ..... 

Kalau kita hitung dalam lapis encrgi, maka hitlmgan kita sedikit berbeda. Misalkan kita 
pilih lapis nomer-s. Di situ ada ns partikel, namakan s,~a A,B,C, .... Ada g-; status kuantum 
yang tersedia. Setiap partikel boleh mcncmpati salah sattl dari g~ status kuantul11 yang 
terscdia ittl, jadi ada g;J1S ragam yang adZ!. I--Ianya s(~ja dalam !Hpis itl! kita tidak 
membcdakan urutan letak ABeD ... dati [xutikel;jumlah itu haI1ls dibagi dcngan IlS' . .ladi 
jumlah ragam selunthnya ada 

W(nl,n2, ... ) = N! .(g,"'/nl !).(g/'2/n2') ........ . [3-3] 

Dengan meng,,'l.makan pendekatan Stirling In(n!) =0 n.ln(n) - n , hasilnya adalah 

In(&) - In(ns) + ex + ~.F,; 0" 0 [3-4] 

atau dengan ~ = - J/(kT) didapat 

[3-5] 

Perbedaan dcngan ungkapan yang lama adalah adanya faktor & di situ. Ini tentu mudah 
dipahami karena dalam ungkapan dengan lapis energi ini pada lapis yang sarna terdapat 
g, status dengan energi yang sama, sehingga pada suhu T akan memiliki peluang yang 
sama untuk dihlUli partike1. 

Dalam hitungml hitungan analitik, jika lapis energi itu relatif keeil, maka untllk 
pel~llmlahm1l1ya digunakan integral. Karena itll ungkapan g; sCling diubah mCl1jadi 

Jumlah status diantara energi E dcngan E + dE ada: g(E).dE 

geE) yang dapat bergantllng pada nilai E, disebllt kerapatan status ( "density of states") 
clalanl rentang energi E. 

Kita dapat menafsirkan f(E).g(E).dE disingkat n(E)dE , scbagai jumlah pmtikel yang 
menempati rentallg energi antara E dan E+dE. Dalmn hal seperti besaran ex pada 
ungkapan [3-5] dapat dieari dari persamaan 
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f"" 

N = f feE )g(E ).dE 

Scte!ah mcndapatkan nilai 0:, lalu kita dapat mcnghitung cnergi intcmal sebagai 

U(T) = fE.g(E)f(E)dE 

Bcgitulah resep kCIja yang dapat kita lalui. 

Ungkapan cksplisitnya, tcnlunya bcrgantung pada obyck garapan kita, apakah itu 
kumpulan paitikel bcbas yang bergcrak dalam ruang 3-dimensi (yaitu Gas Atom 
Tunggal), ataukah mOll1cnll1agnctik molckul, ataukah kUll1pulan osilator harmonik, 
... dsb. 

Obyck-obyek garapan itu akan kita balMs lebih lanjut nanti. Tetapi ada persoalan yang 
Icbih pcrlu segera diungkapkan, yaitu bahwa ada sejwnlah gejala alam yarlg ll1clibatkan 
"partikel" scpeiti foton atau elektron tel11yata ll1emiliki perangai yang tidak scsuai dengan 
hasil hitungan statistik sepcIti yang kita ungkap sampai sekarang. 

Kita ambil contoh misalnya pcrangai kapasitas panas bahan padal. Ada bahan isolator 
yang tidak dapat mengl1<mtar listrik. Memmit hitungaIl kita dengarl menganggap bahwa 
atom- atom yang ada pada bahan itu gcraknya bempa osilator harmonik dalam tiga 
dimensi, sepeiti modelnya Einstcin, kita ramalkan bahwa kapasitas panasnya Cv(T) pada 
suhu mang = 3Nk, bila N adalah jwnlah atom yang terdapat pada bahan padat itu. 

Kalau bahan padat tadi jenis konduktor yang dapat menghantar Iistrik, gambaran kita ada 
e!cktron yarlg dilepas oleh atom-atom yang ada di situ dan boleh bcrgerak seeara bebas. 
Jadi lukisan kita tentaIlg bahaIl konduktor tcrdiri alas N ion yaIlg masing-masing 
bcrosilasi sccara hannonik sehingga menYllmbang 3Nk kcpada kapasitas panas C,(T), 
dan N elektron y,mg masing- masing bcrgerak bebas menyempai "gas". Hitungan statistik 
kita "gas elektron" tadi akan menyumbang (3/2)Nk pada kapasitas panas C,(T), sehingga 
kapasitas panas bahan konduktor schalusnya ~ 4.5 Nk sangat herbeda dengan kapasitas 
panas bahan isolator. 

Basil pengukuran mcnllnjllkkan bahwa hampir tidak ada beda nilai kapasitas panas antara 
zat padat isolator dengan zat pad at koncluktor pada suhu mango Jadi, pasti ada scsuatu 
yang hams dibenahi dalam hitllngaIl statistik kita. 

Alasan sel11acam ini, dan masih banyak hasil pengamatan lain, memaksa kita melihat 
sccara lebih teliti perangai obyek scpcIti totOIl atau elektron. Kita perlu benar- benar 
Il1cngg<mlpnya dengan mekanika yang lebih tepat, yaitu mekanika kuantum, 
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Statistik Bose-Einstein 

Jika ancla behtiar mekanika kuantulll untuk kumpulan partikcl-identik, fungsi gelombang 
kcse!ul1lhannya hanls mcmenuhi syarat simctri bahwa menukar cilia partikc1 tidak bolch 
mcngubah makna fisika dari fungsi ter-scbut. Untuk mcmenuhi syarat tacli, sclain ball\vCI 
kita tidak lagi bolch mcnamai partikel clcngan indentitas A, B, C, .. elsb., juga ada dua 
altematif. i\ltematif pel1ama aclalah fungsi gelombang keselundlan sama sckali tidak 
bembah ketika kita menukar iclentitas dari clua di antara partikel-pal1ikel itu. Itu yang 
melukiskan pat1ikcl jenis Boson. i\!tematif keclua adalah yang setial' kita menui<ar 
identitas dua pat1ikel di antara pal1ikel-l'at1ikel yang acla cli situ, tanda fllllgsi 
gclombangnya benlbah ( plus ke minus, atau minus ke plus). Jenis p","ikel scmacam ini 
masuk dalam golongan yang namanya Fenniol1. 

Obyek fisika seperti foton ternyata mas uk dalam katcgori Boson. Ungkal'an Illuclallllya 
adalah bahwa identitas dirinya hilang sama sekali, dalam atti tidak dapat dibcdakan yang 
satu dcngan yang lain. Kita hams mengubah cara hitung kita dengan menghilangkan 
identitas partikel. Yang tadinya kita tulis sebagai partikel A, B, C, ... ds!. sekarang 
menjadi @, @, @, ..... SenllIanya sarna. 

Misalkan pada lapis energi nomer-s, ada ns = 5 partikel, dan ada g, = 7 status. Kalal! 
sekarang kita tidak baleh menamai partikel itu dengan A,B,C,D,E melainkan hanya 
dengan @,@,@,@,@, hitung berapa jllmlah konfigllrasi y,mg berbeda yang mungkin 
tetjadi ? 

Rentang 7 status tadi kita lillat sebagai l1Iangan yang dibatasi oleh dua dinding pcnnanen, 
satll di sebelah kili dan satu disebelah kanan. 

I I 
Pada mangan tersebut akan kita Ictakkan ns = 5 partikel @ berderetan, lalu kita akan 
membagi mangan tadi menjadi g; = 7 kotak dengan n1cletakkan sekat , yang untuk 
mudalmya kita tulis deng,m latnbang r, jumlah sekatnya & --I = 7 -I = 6 

Yang namanya konfigurasi gambar yang kita pcroleh dari letak obyek yang bcrupa @; clan 
i c1alam ruangan terscbut. misalnya : 

atau 

atau rr@@@rr@r@r 

..... dan setclusnya. 
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Itu bcrarti kita mcncari jumlah konfiguntsi kalau kita mcngisi scjumlah II lokasi dcngan 
5 cliantaranya berisi «'I) dan 6 sisanya berisi obyek 1'. [tu tak lain claripacla jumlah 
kOlllbinasi C (11,5) yaitu [ 11'1 (5 1.6 1)]. Seeara umum 

leg, 1)+nsJ'/{nsl.(g, I)'} 

Jadi kita clapat menuliskan 

[(g, -1)+ Id 
W ( n I , n 2, .... ) = n ""'-''--'-----'­

, Ils!.(g, - 1)1 

Untuk Illcneari distribusi IlS, kita lakukan proses 

(dlnW/dns) + ex + ~.E,; =. 0 

Untuk ini yang berbecla hiUlya hitungan untuk (dlnW/dns), yaitu 

(dlnWidns) = In(g, - I + ns ) .... In(ns) 

sehingga didapat hasil 

[(g,- 1+ ns )Ins] = -(ex + ~.E,;) 

atau 

ns= (g,-I) 
exp[-(ex+~E)J-I 

[3- 7J 

[3-8] 

[3-9] 

[3-10] 

[3- I I] 

Dalam perhitungan praktis, nilai 13; jauh lebih besar dari I, sehingga (13; - I) sering diganti 
dengan g, saja. Juga kita suclah mempelajari bahwa ~ = -(likT). Maka bentuk yang lazim 
ditampilkan adalah 

n(E).dE = g(E).dE 
A.exp(E/kT) -I 

[3-12] 

Kalau ingin kita IUlgkapkan dalam distribusi menul1lt statusnya ( bukan ll1enurut skala 
lapis energi, maka dituliskan jurnlah partikel Boson yang Il1cncmpati status-i adalah 

I 
n =-------

, A.cxp(E,/kT)-1 
[3- 13] 

Ini disebut fungsi distribusi Bose-Einstein 
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Statistik Fermi-Dirac 

Pm1ikc! jenis elcktron, nctron, atau proton mcngikuti aturan yang lain lagi, yaitu aturan 
jenis Fennioll. Dabm mekanika kuanturn itll rnasuk katcgori yang sctiap kita lnenukar 
idenlilas dua paI1ikcl di antara partikel-partikel yang ada di situ, landa flUlgsi 
gclombangnya beilibah ( plus ke minus, atau minus ke plus). 

Jenis Fcnnion ini mcmiliki perangai yang aneh, yaitu bahwa tidak bolch ada dlla atall 
lebih partikel yang berada pad a statlls energi yang sama. Wujud bahasa 
matematikanya, fllllgsi gelombang keselunlhannya akan menjadi 1101 jika ada status yang 
diisi olch lcbih dari salu paltikcl. Dalam fisika alom scring disehul asas excillsijPuuli 
Tentu s'U3 ini rncnghElsilkan statistik dcngan disllibusi yang berlainan dcngan kaslls 
Boson. 

Perhitungannya dapat dilakukan sejalan dengan kasus Boson. Pada lapis energi nomer-s, 
aela g, slalus, dan ada ilS partikcl yang semuanya sama bentuknya @,@,@, .... Tetapi 
pada waktu mengisikan partkel ke dalam kolak-kotak stalus yangjlUlllahnya g; ilu, salu 
kOlak hanya bisa kosong, atau isi salll pcrlikel "rja. JlImlah konfigllrasinya sama dengan 
Jumlah kombinasi Illcmbagi g; mClrjadi dua kelompok, yailu kelompok kosong dan 
kelol11pok isi-l. Jllmlah konfigllrasi ilu 

g,! 

us! .(g, - ns)! 

Jadi 

gs! 
W(nl,n2, ... )= II . 

, ns!.(g, - ns)! 
[3-14] 

Sekali lagi, untuk mencari distribusi dengan peluang terbesar kila lakukan 

(olnW/um) + a I ~.E, - 0 

Sekarang (o~lW/ons) nilainya = In[(g; -ns) / ns] =Iu[(g.jns) - I]. Maka yang kita peroleh 
adalah 

g 
ns ::::: s 

exp[ -(a +~EJ] + I 
[3-15] 

dcngan mcmasukkan nilai ~ = -(IIkT), maka bcnluk yang lazim ciilampilkan acialah 

n(E).dE = geE ).dE 
exp[(E/ kT)- a]+ I 
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Kahlll ingin kita ungkapkan dalam distribusi mCnUl1lt statusnya ( bukan mcnul1It skala 
lapis cncrgi. maka dituliskan jumlah p<uiike! FCl1llion yang mcncrnpati stat lIS- i adalah 

n [3-16] 
A.cxp(E, IkT) + 1 

Ungkapan untuk n; scpelti itu dikenal dengan nama fllngsi distribllsi Fermi-Dirac. 

Mel1lalzami pota berpikir secara kllantlll1l 
Untuk rncmahami apa perbedaan antma cara penanganan kuantutn ciengan cara yang 
sudall kita bahas scbclul11nya, ada baiknya inti pcrsoalannya dilukiskan lewat contoh 
sederhana yang mclibatkan jumlah l110lekul sedikit clan jumlah status encrginya juga 
tcrbatas. Akan kita pilih kUl11plllan 4 l1101eklll yang masing-l11asing bolch mcnel11pati 6 
status encrgi. 

Scpelti yang sudah kita keljakan sebelumnya, peltama kali kita lukis konfigurasi mikro 
dengml masing-masing mCllliliki peillang yang sall1a. Untuk partikel A ada 6 pilihan. 
partikel B juga 6 pilihan • ... s/d partikel D dengan 6 pilihan statusnya. Jadi selllruhnya kita 
l11el11iliki 64 

= 1296 konfil,'1.lrasi Illikro.lni kita tuliskan pada kolol11-kolol11 Excel 
"Acllan I". Di bawah ini bentuk euplikan baris-baris pCltalllanya. 

Acuan1 st1 st2 st3 st4 st5 st6 
1 ABCO 
2 ABC 0 
3 ABC 0 
4 ABC 0 
5 ABC 0 
6 ABC 0 
7 ABO C 
8 AB CD 
9 AB C 0 

10 AB C D 

dafiar masill tenls hillgga baris 1296 
Tabel 3-1 

Itu diproleh lewat perintah sbb. 

Di.lI1 stal:us {(j) 

Dim partikel(4) 

Private Sub talllbahTulis(baris, kolom. no/-lulUf) 
l~')iLama '" Hanq"c("Acuanl") .Offset(baris, kolom) .Value 

isiBaru = j.si.Lalna & Chr$(64 ~ noHlIZ'uf) 
Pangf:':' ( "J\cuan 1") . Of f E-;C L (ba r is, J~ol{)m > . Form'll J. al~ 1 C1 

End Sub 

Pri vatc Sub proses I 0 

Fisika Statisllk, Prc~/B.Sl{pr(Jpt() Brotosiswojo, PhD. 

38 



t':·,-· 

d !"i 1 
'c,' ;: :,1,' t : 

;,:,:ltl,bali'I'l;_:'::, bl.-;'3, Pdl--!~.l, 
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t"mbdhTu~ :.',; 1:.':(S, PElI't . .'i, 
tdmtuhTu:- \;1.-."-;, P,:l)"t:'!, '1 
'ur~_: bloC 

Nc>:', parr J 
Nt:x~_-_ part.::: 

End Sub 

Jika kita llleJukiskannya dengan menm,'1H1akan lllckanika kuantum, maka identitas 
partikel itll hilang, karena sit:1t kembar "partikel" dan "gclombang". Jika dua 
"gclombang" ada dalam wilayah yang sama, maka leljadi sebuah supcl1Josisi yang 
mcnghilangkan identitas masing-masing. Karena itt! lukisan mikronya, hams dibuat 
hingga huruf A, 13, C, D tidak ada lagi, semua benlbah mel~adi A misalnya. Kalau 
demikian maka jumlah konfigurasi mikronya tidak lagi 1296 lllelainkan menjacli lebih 
sedikit jUmlahnya. 

Apa yang kita lakukan ketika itu adalah menuliskan ungkapan 1296 baris terscbut, bukan 
dcngan huruf ABCD, melainkan dcngan jtH11lah patiikel yang menempati status energi 
stl, st2, st3, st4, st5, st6. Ungkapat1 semaeam inilah yang oleh mekanika kmUltum 
dianggap paling benar, karena tidak lagi mcmberi natna pada masing-masing patiikel. 
ltu kita deretkan pada kolom "Acuan2" 

Acuan2 sll sl2 st3 sl4 sl5 sl6 
4 0 0 0 0 0 
3 1 0 0 0 0 
3 0 1 0 0 0 
3 0 0 1 0 0 
3 0 0 0 1 0 
3 0 0 0 0 1 
3 1 0 0 0 0 
2 2 0 0 0 0 

...... !nclS/h ada !wlfutan dajiarnya, semua ada 1296 
Tabel 3-2 

Untuk mcwujudkan lukisan sepcrti itll kita buat pcrintah sbb. 

Private Sub ungkapHanyaPopulasiO 
Dim 1_si(6) As St.ring 
Dim jumlab(6} As Integer 
l~or bl~S ~ 1 To 1296 

Fo:r klm = 1 To 6 
lsi (klm) '" p',Cl:-~SJ(~("t\'_~1..<anl") .Off~;et(bLs, '...::l;ll) 

jurnJah(k.lm) =; I/::ni:i.fJi(klm)) 
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End Sub 

Hasilnya tentu tetap 1296 baris, hanya ungkapannya yang berbeda, scbab bcbcrapa 
diantaranya mcmiliki ungkapan yang sama. Kebanyakan yang ada pada ungkapan 
HAcuan2" tampil lebih dari satu kali. Mekanika kuantum l11enuntut agar tampilan Icbih 
dari satti kali itll dianggap hanya satu saja dan itulah ungkapan poJa partikcl identik. 
Sekali lagi, ini bel10lak dari anggapan bahwa pal1ikel itu juga "gelol11bang" yang kalau 
bcrkumpul kehilangan idcntitasIlya masing-masing, yang ada hanya satll "gclombang" 
hasil supell'osisinya. 

Pad a program ungkapan klasik, kitajuga mclangkah setahap 1ag1. Sctiap ungkapan pol a 
par1ikel identik kita tal11pilkan disel1ai ciengan bihmgan berapa kali konfigurasi itu 
muncul dalam derctan 1296 baris yang ada. Kcmudiarl kita pilih konfi1,'urasi dengan 
tampilan terbanyak, scbagai "most probable distribution". 

Kita dapa! mewlljlldkan itu lewa! perintah: 

Function frekuensiPopulasi(stl, st2, st3, st4, st5, st6) 
Populi-l.si '" 0 

For brs = 1 To 1296 
i~3Ll Range("Acuan2") .Offs(~t(brs, 1) .Value 
isi2 Range ( fl Acuan2") .OffE:;et(brs, 2) .Value 
.lsi? '" Range("Acuan2") .Offset (brs, 3) .Value 
i8i4 Range ("Ac:uan2") .OfEset(brs, 4) .Value 
.lsi.r.~ Range("Acuan2") .Off~,et{bn;, S} .Va.tue 
i.s.:G PanSF,i"llcucm2") .OffC:.,et·.{bl.'S, 6) .Vd.i.lll': 
If isil = stl And lsi.? = st2 And isi3 = st3 And isi4 = t4 

f'\nd isiS stS And isi6 ~ st6 Tiler) 
frekuensiPopulasi ~ frekuensiPopulasi + 1 

End .r f 
Next Drs 

End Function 

Private Sub ungkapfi'ekuensiPopulasiO 
'oal:.i.~, '" :I. 
j tTl 1"1 '" tj, 

at st2 = 0 'ro jm]? 

jm13 '" jm.L2 st2 
For st3 "" I) To jm.t3 

st:.:l := () '1'0 jrn14 

,111.5 "" jm1..:; st':l 
For st5 = 0 To jm15 
jm16 "" jrnl:) - ,:;t5 't;er-·a1<::h.i:.' 

:··~·,:6 '" jm}6 
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!./,,: ~ <;" " J'\C,;dn " 
., n f j Sf; t ( b,o, 1 1 !:; ) ) FOL"!llU I a Ii 1 C 1 

i-:ail(J('; " f\CUdll 3 " Of f set ! bd l i >J 3 
, Fonnul aF:. 1 C[ 1 st] 

;',d in(> " T-\cua.nJ " Of l' ~;c t, ( ba 1 i s " ) Fonnu 1 dE 1 C 1 

:~',l!;q(_' " i\Ct:iJnJ " Of f se t ( ba 1.' 1 S 5 ) F'Ol:'mu 1 aF( I Cl 
:~':-l nq('~ " i'.( ua 1""1.3 " Of' f ~JeL ! b~l " ,j ;:; G ) Fo ncu \. a ~\ '1 C 1 

" ., ,ii I :;i l i :;.' pC',nu I"~; ,'" 
. - '-:':'i:-~" " . Uf f:: eL (r,.illl i ,: /), FUi:.'mu Liii~ I (. j \,:n l 

End Sub 

Hasilnya : 

Acuan3 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

st1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

st2 st3 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 

st4 st5 
0 0 
0 1 
0 2 
0 3 
0 4 
1 0 
1 1 
1 2 
1 3 
2 0 

st6 
4 
3 
2 
1 
0 
3 
2 
1 
0 
2 

frekuensi 

4 
6 
4 

4 
12 
12 
4 
6 

.... ,masih ada lerliSllya sel1lllanya ada 126 baris 
Tabel 3-3 

Dalam pola yang dahlliu kita Cilli konfigul1lsi mana yang peluangnya terbesar. flu kita 
dapatkan ada 15 konfigurasi masing- masing deng'll frekuensi 24. Ditampilkan di sini 
sebagai contoh empat baris saja. Tcrlihat bahwa frckuensi yang besar teriad; kalau kita 
mcnycbarkan pmtikel itll se merata mungkin. Contohnya, baris-I dengan menempatkan 4 
pmtikel di satll status, frekuensinya hanya I, sepelti hanlnya dellgan baris-5. Tetapi baris-
7 dan baris-8, yang hmnpir meratakan pcmbagiannya memplUlyai rrekuensi 12. 

211 01 01 11 11 11 11 24 

411 01 11 01 11 11 11 24 

471 01 11 11 01 11 11 24 

491 01 11 11 11 01 11 24 
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Untuk pola partikel identik, jj'ekuensi itu tak ada maknanya sebab memang dalam 
konfigurasi pola paltikel identik hanya ada satu status seperti itlL ladi status mikro untuk 
kumpulan boson hanya ada 86 sepelti dilukiskan oleh daftar "Acuan3" dengan 
menghapus data hekuensi (masing-masing frekucnsinya ~ I). 

Untuk paltikel jenis fermion, sclain hal yang hams dipcnuhi sepelti pada kasus boson, 
masih ada tuntutan tambahan, yaitu bahwa pada masing-masing status tidak balch ada 
pMikel Icbih dari I. ladi ungkapan konfigurasi yang diperbolehkan pada kasus tomlion 
diem'i dad 126 daftar di Aeuan3 yang masing-masing statusnya berisi bilangan 0 atau I 
saJa. 

Seeam kebetulan, J 5 konfigurasi itujllga memiliki ciri memeratakan distribusi pal1ikcl 
(yang kebetlilan hanya aela 4) c1alam kotak status yangjumJahnya 6 (Iebih besar dari 4). 
Dengan dcmikian paling banyak seliap kotak hanya ditempati oleh J paltikcL 

Inilah ragam kontigurasi FC1111ion itu 

Acuan4 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

sll 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

st2 
0 
1 
1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

sl3 st4 st5 
1 1 1 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 

sl6 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
0 
1 
1 
0 
1 
0 
0 

sudah lengkap semuanya ada 15 
Tabel 3-4 

Pcrintah untuk Illemilih kontigurasi fenllion dapat dilakukan sebagai beriku!. 

Dim ni.lai (6) As Boolean 

Function boleh(baris) As Boolean 

'i)aCd ko.l.cJln·koJom di baris il.cudn.3 

For kIm "" 1 To 6 
nilai_ (kIn)) "0.: False 
populasi "" Range ("ACUcU13") .Offset(baris, klnll.Value 
If populasi = 0 Or populasi ~ 1 Then nilai(klm) = True 

H,,;xL kJrn 
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;·';-1 i."'" 

End Function 

Private Sub pilihFcnllionO 
,,' ",' 1 

::ur k \.m '" t '['0 G 
:<drl~ic("j\cUz.lnLl") .Off.'C;et(bc,rif34, kl;r;) . FOl:·[l1u.\.aF.l.Cl '" 

Eanq,-c{"/\cuan3") .Ofrset(b:c,_~, kIm) .Valu'~: 
Nc)-:r kIm 

End Sub 

Mungkin kita akan bcrtanya : Ialll bagaimana car::mya kita mencari apa yang ingin 
dinamakan "most probable distribution" ? Paliikel-partikel boson dan fennion itu sudah 
kehilangan identitasnya, jadi konfigurasi manaplm sama saja selama jumlah partikelnya 
sarna! 

Ada satu hal yang selama ini sudah kita dibahas tetapi telah kita lupakan dalmn 
pembahasan tmtuk contoh yang melibatkan jumlah partikel yang sedikit ini, yaitu besaran 
energi. Pada setiap status energi partikel, misalnya stl, st2, ""st6, itu terkait nilai energi 
partikel, yang dapat dituliskan EI, E2, E3, E4, E5, dan E6, masing-masing tidak selalu 
sama, Oleh karena itu meskipun identitas masing-masing pattikel telah dihapus dalam 
pola kllantum, tetapi dilihat dari sisi kumpulan secara keseluruhan, setiap konfigurasi 
akan memwlculkan energi- total ymlg wnwnnya beJbeda nilainya, Pembahasan lewat 
ungkapan yang melibatkan energi-total kelak abm dibahas dalam Teori Ensemble, Untuk 
sementara kita bahas dahulu konsekuensi tlsika dari statistik untuk boson dan fennion, 

Distribusi M-B sebagai limit klasik distribusi F -D dan distribusi B-E 

Secara matematik, keduanya dapat ditulis sbb, 

Untuk boson f j ~ --;EC" -:/ k"T;:--
/\ c J -

Untuk fennion 
I 

fj = E'/kT 
Ac J + I 
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Nilai A masih harris dicari dalam kaitannya dengan besaran-bcsaran fisika yang hanls 

kita garap. Meskipun begitu sceara matematik, jika ;\c E; IkT itu nilainya jatrh Icbih besar 
dari I, maka kedua fungsi distribusi tersebut praktis nilainya sama, dan bcntuknya aclalah 
bentuk distribusi Maxwell- Boltzmann, y,mg sering juga c1isebut distribusi klasik 

Fungsi Distribusi, A=c 
I ~f: d.:T r =-c .J 

J 1\ 

Ini tClltu saja sangat diharapkan, 
karcml mcnjadi kllw,~jiban 
I11creka yang menyusu!1 
mckanika kuantum, 

44 

2 

ElkT 

3 4 

[EJM-S 

., .S-E 
F-D 

fC)[l11uiasinya hams kcmbal i 
menjacli mekanika klasik jika 
nilai tetapan Planck h ticlak lagi 
bcrarti terhadap bcsaran-bcsaran 
I-isika yang kita garap. 

Gambar 3-1 

Pacla kasus Boltzmann, parameter Akita cari c1ari kenyataan bahwa jumlah ~ untuk 
semua nilai j hams sama c1engan jumlah partikel yang kita garap. Atau kalau 
menggunakan rentang energi clan g(E)c1E adalah jumlah status dengan energi antara E dan 
(E+dE) ungkapannya menjadi 

7 g(E}"':"c -Ej IkTdE ~ N 

o A 

Untuk obyek tisika yang berlainan, tentunya juga geE) berbecla bentuknya clan 
menghasilkan tetaprul nonnalisasi A yang berbeda pula. 

Kita juga dapat mencrapkan rescp yang serupa untuk boson mauplU1 fennion 
jadi 

~ 1 
fg(E) .dE~N 

. E/kT 
o ;\c -1 

untuk boson 

V> I 
fg(E} .dE :::::: N 

E/kT o Ac +1 
untuk fermion 

[3-17] 

[3-18) 

[3-19) 

Acla baiknya membahas satu kasus khusus, yaitujika obyeknya adalah kumpulan partikel 
yang bergerak bebas dalam nrang tiga dimensi, tanpa saling berinteraksi. 
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Dari hitllngan (sedikit rnekanika kllantlllll) yang ada pada Lampiran, didapat bahwa untuk 
partikcJ yang massanya rn dalam r1Jangan volume V, kerapawn status geE) bcntuknya 

g(E).dE = 271(2m)' '10' V.dE 
h' 

Untuk statistik Maxwell-Boltzmann 

" ".' 2rr(2mY J t(L)g(L).dL '" .1 
A.h 

" 
dcngan melihat tabel integral akan didapat 

" 

vIE"c I. "dE= N 

" 

[3-20J 

[3-2IJ 

[3,22J 

h' 
dcngan A:= ,/----

271mkT 
besaran yang sCling elisebut panjang gelombang tenna!. Istilah 

itu dikaitkan dengan rumus de Broglie, bahwa partikel yang momentumnya p sekaligus 
juga sebuah gel om bang elengan pmlj:mg gelombang Ie , yang nilainya 

Ie = h Ip [3-23J 

Sesungguhnya yang sering disebut patljang gelombang tem",1 adalah Ie = h/.,t(3mkT) , 
sedikit berbeda nilainya dcngan yang elipakai paela persamaan [3-22]. Maknanya, aelalah 
panjang gelombang de Broglie untllk scbuah paltikel dengan massa m ymlg pada suhu T, 
cnergi rata-ratanya (312)kT. Partikel bebas sell1acall1 itu momentum rata'ratanya p 
memenuhi hubllngan 

(312)kT~' p' 1(2m) jadi p " V(3mkT) [3,24 J 

Persamaan [3,22J mcnyatakan bahwa nilai A = (YIN) I Ie] . Itu adalah perbandingan 
antara volume rata-rata !lIang yang ditempati oleh partike!, dcngan AJ yaitu volume 
rentangan parljang geloll1bang tenna!. Untuk panjang !,>eloll1bang tennal yang sangat kecil 
dibandingkanl1lang gerak rata,rata ll10lekul tadi, ll1aka A» I, dan kita lihat bahwa cfek 
kuantu!l1 itll tidak akan terasa, scbab baik distribusi Bose-Einstein, maUplll1 Femli-Dirac 
kembali ll1enyel1lpai distlibusi M:L'(weli- Boltzmann. 

Dampak kuantum itu akan mulai terasa apabila nilai A mendekati I, atau111alahan A<1. 
Itu elapat dipahami secara fisika, karena gelombang pmtikel yang salu lumpang tindih 
dengan gelombang partikellainnya, karena sesaknya ruang yang terseelia. Pada kondisi 
semacam inilah obyek kita (mcskipun sering dikenal sebagai partikel) lcbih menampilkan 
sifat gclombangnya. 
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Par~jang geiombang tcnnal tcntunya, selain bergantung pada massa partikcl, nilainya akan 
bergantung pada sullu T, makin tinggi suhunya makin kccil A, jadi makin kccil pula nilai 
A. Berikut ini sedikit gambaran nilai T = l() yang menyebabkan A= 1. Maksudnya, jika 
ingin mclihat dampak kuantumnya, kita hams mcmbuat suhu nmngnya lcbih kecil dari 
To. 

Obyck alam 

Gas Ib 
Helium Cair 
Elcklron dim logam 

.1 umlah partikcl/cmJ 

2 X IO I '! 

2 X 1022 

1 x 1022 

Tabel 3-5 

"Gas" dalam ungkapan Statistik Bose-Einstein 

To (Kch'in) 

S X 10.2 

2 
I ()'1 

Unlllk statislik Bose- Einstein, salah salu obyek tisika yang berbentuk "molckul" yang 
mcmcnuhi kriteria boson (spinnya bilangan bulat) adalah atom Helium. Tclapi kila Iihal 
dari danar ilu pada suhu ruang 300K dampak kuantum itu belum akan terasa . .Iadi 
anggap saja scbagai obyck yang cukup diperlakukan dengan statistik Maxwell­
Boltzmann, yang hitungannya Icbih mudah. 

Obyck alam yang bukan bcrupa molckul yang tllcmenuhi kriteria sebagai boson adalah 
foton. Ada upaya untuk mcnerangkan pcrangai pcrubahan warna akibat perbedaan suhu, 
yang dikenal dcngan nama "radiasi benda hitam". Dalmn sejarah perjalanan ilmu tlsika 
awalnya obyek itu di"model"kan scbagai sebuah "Iubang" kecil yang ada pada sebuah 
kotak tCttutup. Bila ada sinal' cahaya yang masuk lewat "lubang" ini, karena jalannya 
IWlls dml mcngikuti hukum- hukum pantulan, maka akibat terpmltul bolak -balik oleh 
dinding bagian dalam dari kotak, peluang bagi cahaya itll unt1lk bisa keluar lagi praktis 
tidak ada. Artinya "Iubang" itu mcnyerap selunth berkas cahaya yang masuk ke kotak. 
Lalu diberi istilah "hitam". 

Pacla suhu biasa, memang "!ubang" semacam itu wamanya hitam. Tctapi kalau kotaknya 
dipanaskan maka warnanya akan berubah. Pada suhu sckitar T = 2500K warnanya 
menjadi kemerahan, lalu pada suhu yang Icbih tinggi sckitar T = SOOOK wamanya 
mcndekati putih, dan pada suhu yang Icbih tinggi lagi sekilar T = 12S00K warnanya 
cendcrung ke arah binI. Bagaimana kita dapat menerangkan gejala sepcrti ini ? 

Awalnya proses sepelti itu di"model"kan scbagai kumpulan gelombang elektromagnetik 
yang berada dalam ntangan tcrtutup. Istilah yang digunakan : radiasi dari "cavity 
resonator". Tetapi sejak ditemukannya efck fotolistrik sepetti ditafsirkan olel1 Einstein, 
"model" altcmatifnya adalah kumpulan toton (paket pattikel cahaya) yang dipancarkim 
oleh clinding-dalam dmi ruang tertutup tadi. Jadi obyek yang ada dalam ruang tertutup itu 
berupa "gas" yang unsur pembani,'l.mnya adalah foton. 

Fisika S'tatistik ProlB.Suprapto BrotosislI'ojo, PhD. 

46 



Ada pcrbcdaan <Ill lara "gas molekul" dcngan "gas foton". Yang pcrtama, karena f<'J{OIl­
!lya dapat dihasilkan atauplll1 discrap oJch dincting-dalam nmngan tcrtlltllp taeii, maka 
jumlah t"()tOIl yang ada eli situ dapat bcrtambah atallpu!1 bcrkumng. Yang kcdlla, foton ill! 
"partikcJ" yang scmuanya bergerak dcngan kcccpatan cahaya c yang nilainya tctap, [c)ton 

hal1lS diperlakllkan dcngan I1lckanika rclativistik. Dua hal itll tak teljaeii pacta "gas 
lllo1ckul" sepclii kita kcnal samp,li sckarang. 

Lalli apa konsekucnsinya? Yang pertama, dalam mcncari "most probable distribution" 
ulltukjutnlah paltikcllj (j = 1,2,3, ... dst) yang mcngisi katak nomer 1,2,3, ... dst. kita 
mClllasang syarat (n, + n2 + nl + .".)~' N (tetap), Syarat ituuntllk kaslls foton kali ini 
tidak berlaku lagi. Akibatnya, parameter "pclipat Lagrange" (J. dalam pcrsamaan [2 - 19 J 
tidak ada lagi, Maka distribusi Bosc- Einstein yang akan ditcrapkan di sini lllcnjadi Icbih 
sedcrhana, yaitu 

f=----
) exp( E j / kT) - I 

[3-2SJ 

Yang kedua, sebagai partikel relativistik, untuk [oton hubungan antara energi E dengan 
momentum p adalah E "" Ipl,c atau kita singkat E = pc, Seperti waktll kita tcrapkan pada 
kasus gas ideal, l11aka energi ioton yang ada dalam mangan yang volul11enya Y pada suhu 
T I11cnjadi 

u= - d r dp=--{ I} ) pc 1 811CY'f" I"Jp 
h' feXp(pe/kTJ-1 h3 oexp(pc/kTJ-1 

[3-26) 

Ada faktor 2 yang dil11asukkan di mas kanan persal11aan itll, karena [oton lllel11iliki dua 
status polarisasi, yang satu rotasi scarah jarul11 jam, yang lain ro~asi berIawanan arah 
j,mllll jan1, 

Dengan menggunakan hitungan matematika 

'" t J rc 4 

f---dt =­
e' -I IS o 

[3-27J 

kita dapatkan kerapatan energi (UN) radiasi benda hitam itu I11clllenuhi hubungan 
yang secanl cl11pilik ditcl11ukan lebih dahulu olefSteflUl dan Boltzmann 

dcngan nilai 

(UN) = 0"1'" 

21l5k" 
0" = ---­

ISh' c' 
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"Gas" dalam ungkapan Statistik Fermi-Dirac 

Untuk statistik Fen11i- Dirac, salah satu obyek t1sika YilI1g memenuhi syarat sebagai 
Fel111iol1 (spinnya bempa bilangan ganjil x (1/2» adalah elektron. Tetapi ka!au yang 
dibahas adalah gas elektron dalam plasma (pengendalian rcaksi ten11onuklir) misalnya, 
dengan suill! cilia juta derajat Kelvin, kita juga tak peril! mcnggunakan distribusi FCIl11i­

Dirac, cukup digarap dengan statistik Maxwell- Boltzmann. 

Untuk kumpulan clcktron yang lincah bcrgcrak dalam !ogam konduktor, karcn<:l (NiV) 
nya eukup tinggi (1000 kali Gas) dan massanya lebih kceil (III 000 dari rnassa atom). 
peril! dih'tlllakan statistik FCllni-Dirac untuk Illcngcnal pcrangainya. Anggapan kila 
bahwa kapasitas panas CAT) bahnn pad at konduktor adalah 4.5 Nk mungkin mcmang 
kcliru karcna kita mcngandaikan bahw<I e!cktron-c1cktron bcbas itll !llcngikuti statistik 
Maxwell-Boltzmann. 

iv1cnullIt distribusi Femli-Dirac, peiuang untuk menghuni sebuah status cnergi nomer-i 
dcngan nilai cncrgi E , besarnya 

111 ::::.: --------
A.exp(E; IkT)+l 

Dari ungkapan matematika ini, I, nilainya tidak akan pemah lebih besar dari 1, berapapun 
nilai parameter A, T, maupun E; . Ttu dapat dimengerti, sebab memang itu syarat yang 
namanya "larangiUl Pauli" yang harm dipcnuhi lmtuk partikel jenis ini. Untuk 
memudahkan pembahasan selar~u(nya, bilangan A akan kita tulis sebagai exp(-EFIkTl 
sehingga bentllk ekplisitnya 

n; = ----------
cxp((E; -Erl/kTJ+1 

(3-30J 

be saran EF !azimnya dinamakan encrgi-Fcnni, yang I11aknanya akan kita bahas sckarang. 

Jika sulm T ~ 0, maka ungkapan seperti pada persamaan (3-30] itu akiUl punya perangai 
aneh. Besaran exp((E; --- Er·)IkTJ menjadi sangat besar dan pcb sekali terhadap tanda dari 
besar'an (E; - Ed 

I n, = = I 
exp( -00)+ I 

untuk E, < Er (3-31 aJ 

I 
n; = 1/2 

exp( 0) + I 
untuk F, = Er f3-3Ib] 

Ffsika Slalislik, p,.o/B.Suprapfo Bf"otosislI·ojo. PhD. 
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I 
n; ~ = 0 

cxp(=) + I 
lIntlik E~ > EF [3-3IcJ 

(jamb", gratiknya lIntlik kT~' 0.00 I, kT" 0.0 I, kT ," 0.05 adalah scpelti eli bawah ini: 

fungsi distribusi Fermi 

-0 '15 -0.1 
! 

0.05 0.1 0.15 

Ei - Ef 

Gambar 3-2 

Kalal! kita tcrapkan pada "gas elektron" yang ada pada logam, perll! ditambahkan sedikit 
akibat clan pattikcl elcktron yang memiliki spin (112), yang memunculkan tambahan 
faktor 2 pada 1111lgsi kerapatan status. ladi lIntllk I11cncari cncrgi Fermi G, digllnakan 

4l) 

~ 4 (2 )3/2 w 

If(F)g(E).elE", rr I~ VIE ' -------dE=N 
o h 0 exp[(E E,)/kT)+1 

[3-32) 

Hillingannya lIntlik setiap nilai suhu T seelikit I1Il11il mcmcrlukan tnk-trik tCltentli elalam 
kalkllkus. Telapi kita c1apat mcmperoleh gamb<lran profillitamanya c1engan rncmbahas 
kaSliS yang khuSllS, misalnya kctika T ""'" O. Saat it-u, integral clalam ungkapan pcrsamaan 
c1i atas dapal elibagi dlla. Untuk E dari 0 hingga E'"f'F clan untuk E > ler. Untllk wilayah 
yang tcrakhir itll I{E)=O schingga hasil intcgralnya jllga = O. ladi 

~ 4 (2 )3/2 F F I fiE )g(E ).c1E '" rr 1~1 V f E I, 2dE = N 
o h' 0 

[3-33J 

Dari sini kita dapatkan cnergi Felmi 101' pada suhll T = 0 scbagai 

10[(0)=- --h
2 

( 3N )213 
2m 8rrV 

[3-34J 

Fisika Stat/sIlk. PI'Oj."8.SujJrap{o Br()tosisw(~io. PhD, 



Makna fisikanya. pada suhu T yang sangat rcndah itLl, tcntu s,~ja clcktron-c!cktron akan 
bcrdesakan llntllk mCllcmpati status dcngan cncrgi yang paling rendah. Satll c!cktron akan 
Illcncmpati status i dengan 10 "" 0 dan spin (-) misalnya. Tempat itu tak bolch diisi oleh 
c!cktron lain, kecuali satll saja yang punya spin(+). Dua elektron lagi satll dcngan spin(+-) 
dan sMu dengan spin( -) balch mCllcmpati status yang ada eli atas status E=O. Begitu 
setenlsllya schingga selunth clcktron yang ada nnsing-masing suciah mcndapat tcmpat. 
Tctapi akibatnya clektron tcrakhir hanls mcncmpati status dcngan cncrgi Y;:lI1g tinggi, dan 
illllall yang ki!a scbut sebagai energi- Fenni. 

Tampak dari pcrsamaan [3- 34) bahwa makin besar jumlah elcktron N, makin tinggi pula 
Ictak cncrgi Fcnninya. Untuk scdikit mcmbcri gambaran tcntang nilainya, anda clapat 
mcnghitungnya clengan mengambil contoh logam y<wg atomnya melcpas satu elektron 
sepcrti kasus bahan pcnghantar listrik : tembaga (Cu). Seperti daftar yang sudah 
disajikan, logmn ini membcntuk "gas elektron" dengan kerapatan (N/V) = 1022 clektron 
pcr em'. 

Energi dapat diungkap dalam pelbagai maeam satuan. Satuan utamanya tcntu Joule. 
Tctapi bagi mereka yang bekerja dalam arena bedainan, ukuran semacarn itu susah 
di"rasakan" besal11ya. Mereka yang bekcrja dalam arena fisika-atom, lehih scnang 
menggunakan satuan elektron-volt, yaitu energi yang dimiliki oleh sebuah elektron 
sctelah melewati wilayah dengml beda potensial I Volt. Tentujuga ada satllan yang leloih 
loesat' seperti keV (kilo elektron volt), atau MeV (mega elektron volt), atau GeV(giga 
elektron volt). Mereka yang loekcrja dalam arena tennodinamika, lebih senang kalau 
cnergi itll dikaitkan dcngan suhll T, Icwat bcsamya nilai kT (k = tetapan Boltzmann). 
Untuk energi Fermi, juga sering bli ungkapannya dinyatakan dalam skala suhu Kelvin, 
jadi tcmperatur Fermi Tr didcftnisikan Icwat hubungan kTr = lOr. Encrgi Fermi untuk 
e1ektron dalam logam Cu itu kira-kira 20 000 K. 

Karena rada slIhu T=O, tidak scmua clcktron mcnempati status dengan energi telTendah 
10=0, maka kumpulan Fermion ini pada suhu T~O{) energi rata-ratanya eukup tinggi. Kita 
dapat menghitung energi rata-rata ihl elm; hllbungan 

fEf(E)g(E)dE 3 
(E(O»)= =-[.(0) f f(E).g(E).dE 5 f 

[3-35] 

Jadi untuk kaslIs elektron dHlam logam tembaga, energi rata-rata itu ekivalen dcngan k1' 
untuk suhu T=12000K. 

p,lda suhu ruangan T=300K, kareml T« TF maka kita clapat mencari hitungan untuk 
Er(T) bertolak dari kedekatannya dengan Er(O), begitujuga energi rata-rata dekat dengan 
energi rata-rata pada suhu T=O sepcrti c1iungkap pada persamaan [3-35). Hasilnya 
(hitungan rincinya disajikan di Lmnpimn), 

Fisika Statislik. ProlB.SlIprapto Bro{osiswojo. Ph/), 
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[3-36] 

scdangkan 

l 
' 3 IT' T . 

(E(T); := E,. (0) - + -(-) 
5 4 T,. 

[3-37J 

Encrgi intcma! clcktron dalam logam itll tentUtly,l sarna dcngan jumlah elektron N 
dikalikan dcngan cnergi rata-ratanya. Lalu kalau kita ingin Illcncari kapasitas panas 
SlIll1bangan c!ektroll bcbas p(lda logam, kiw turullkan encrgi total tcrsebut tcrhaclap 
variabcl suhu T Mudah diliha( hasilnya 

C\,(T)=~Nk. -, (. T ) 
2 T, 

[3-38] 

bukan lagi (3!2)Nk sepelti yang kita perkirakan bila digllnakan hitllngall dellg,m statistik 
M'L~well-Boltzmann. Perhedaall lltamanya terletak pada adanya faktor (TrrrJ seperti 
tcrIihat pacla persamaan [3-33]. Bila T = 300 dan TF = 20 000, herarti faktor itu kim-kim 
(lI6S). ladi ev(T) clektron hanya = 0.03 Nk saja. Ini mcnemngkan mengapa kapasitas 
panas bahan padat konduktor nilainya hanya seelikit sekali eli atas nilai kapasitas panas 
bahan pada isolator. 

Fisika Sta(istik. Proj:B.SlIprap(() Bro(osisH'ojo, PhD. 
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LAMPmAN 

Bebcrapa hituogan kalkulus yang sil~ltnya sangat tcknis, dikuIllpulkan pacla lalllpiran ini 
agar perhatian tcrhadap makna fisika dimllJ1culkan terlebih dahulu pada bahasan-bahasan 
yang ada di tcks utarnanya. 

A. Pcndckatan Stirling 

Pcndckatan Stirling bahwa untuk N yang sangat bcsar, In(NI) ~ [ Nln(N) N I dapat 
dipahami !c\vat pcnalaran sbb. 

McnuJ1lt dctlnisinya, N' ~, N x (N- I) x (N -2) x ...... x 2 x I. Karena itu kita boleh 
menuliskan 

N 
In(NI) ~ In(N) -~ In(N-I) + .+ In(2) + In(l) = L In(j) [A-I] 

pi 

Ketika N sangat besar, maka beda nilai variabel j antma clua suku pada persaamaan [A-I] 
di atas mcnjadi sangat kecil, sehingga kita bolch mcngubah pcnjumlaban diskrit pada 
pcrsal11aan [A- I J menjadi bentuk integral. .fadi 

Dari bcntuk diferensial 

3 

2.5 

2 

1.5 

0.5 

o 
-:f r 

-

N N 
InC N!) = Lln( j) ~ fln( x).dx [A-2] 

j:d I 

d[xln(x)--xj I ( ) I I I ( [ = n x + - = n xl /\-3J 
c1x 

lungs; In(n) 

.··.1 
• i I 

- I ---
ri -
! 

n 

kita bolch menu lis InC N' l ~ [x In( xl - x l~ = N InC N) - N + I 

Fisiko S(Olislik. Pro/B.Suprapfo BI'otosisH'ojo, PhD. 



IUII/I!lroJ/ 2 

Bila N sangat bcsar tcntullya bilangan 1 pacia ruas kanan persamaan diatas tak ada artinya 
schingga 

In( NI) "" N InC N) - N [A-4] 

B. Dalil Pelipat Lagrange 

Berikut adalah cara Illcmahami dalll pclipa! Lagrangc mclalui contoh yang !datif 
scderhana. Kita Illcngamhi! tiga variahcl x,y, dan z yang mc!ukiskan ruang 3-clirncnsi. 

Kalau ada sebuah bcsaran vV yang nilainya hcrgantung pada (x,y.z) mclalui filllgsi 
F(x.y,z), maka kita dapat mClleari lokasi cblam ruang (x,y,z) itlt. misalnya (:Xp'YUAl) yang 
membuat V/ maksimull1 ataulllinillllln (scringjuga disebut stasioncr) dari hubungan 

ell- '" -. - Ix + . -- Iy +-- 12 = 0 , ( ill' ) (OF} (OF) 
C)X ()y Dz 

Pencaharian kita tcntang !lilai x,y dan z yang me menu hi persamaan tersebut diatas bolch 
dilakukan seeat'a bebas elalam ruang 3-elimensi (x,y,z) 

Akan tetapijika ada kendala bagi pilihan (x,y,z) itu lewat ketentuan bahwa 

O(X,y,z) = 0 [B-2] 

artinya ada sebuah "bidang lengkung pCl111ukaan" dalam nlang 3-dimensi yang 
dilllkiskan oleh persamaan [B-2] yang membatasi pencahariatl kita tcntang nilai 
(x,,,yo,zo) tersebllt dcngan hanya mcmilih (x,y,z) yang letaknya ada di "bidang lengktmg 
pemlllkaan" tadi. Karen a itu hams dipcnuhijuga persyaratan 

dC,,,, - Ix+ - Iy+ - Iz=O , (DO} (DG} (()CJ) 
Dx Dy (Jz 

Persal11aan [B-3] eli atas juga dapat dillngkap elabm bcntuk lain, yaitll 

d {
ilO I ily d CJG I CJz I-} x=- y+. (z 
()O I ()x DO I Dx 

Jika ungkapan [B-5] itl! disubstitusikan pacta pcrsal1laan [13- I] akan kita pcrolch 
hllbungan 

( , = - - y- (Z + - y+ - z=o II ' - ( ilF ~ 00 loy d ilO I OZ I".} (DF} (DF f" 
iJx 00 I ()x ' ()e; I ()x ily Dz 

atall 

Fisi/(o StafiSfi/(, Pro/B.Supropto Bro!()sisH'ojo, Ph!), 
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Sckarang kita akan Illcmbuat Iambang bam yang disebut (J. nilainya 

dF!dx 
(x:::;:, - _ , 

DC; / dx 
artinya 

[B-6] 

Maka persamaan [1l-5] Illcnjadi 

,{dF dG} {aF au} ell'" - + 0: --, - dy + - + ri -, -, el7 = 0 
Ciy Dy dz rJz 

[B- 7] 

Karena pada titik (""1',,,70 ) yang kita eari itu persamaan [B-7] hanls bcrlaku bagi setiap 
pcrgcseran ely elan dz, maka haws dipcnuhi juga hubungan 

{ aF ilG} oy + <X Ciy = 0 dan {
' ilF OG} 
-+<X- =0 
ilz ilz 

Kesimpulannya : aela sebuah besaran yang, nilainya belurn tahu tetapi kita sebut saja 0:, 

sehingga di titik ("o,y"A,) y~mg kita cari itu berlaku hubungan 

[B-8] 

}\turan scmacam irti dapal diperluas pada variabc1 yang !cbill dall 3, duu telllu[lyaJuga 
bila 1lll1gsi pembatas i kendala nya bukan hanya G(x,y,z) tctapi juga ditambah dengan 
H(x,y,z) yang bentuknya lain lagi, 

Fisika Statistik. P!"(((.'B.Suprapfo Brot()si<q\'(~j(), PhD. 
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C. Kerapatan Status Encrgi untuk Kumpulan Partikcl Bcbas 

Dalam lIngkapan mckanika IllCllllnlt i-Iamilton, scbuah partike1 bebas (tak dikenai gaya 
atau mcdan) yang bergcrak dalalll "nmng" I-dimcnsi dilukiskan oleh koordinat x clan 
rnornenlUJll 1',. Kcaclaan (posisi clan lllolllenlull1nya) paliikclierscbul clilukiskan pacla lilik 
dalam biclang (x, 1'.,). Prinsip ketidak-paslian Heisenberg yang dianul dalam Mckanika 
Kliantlllll tidak Illcmbcri kcpastian tcntang "Iokasi" scmacam itu. Scgmen clalam bidnng 
(x, p\) hanls dibagi-bagi dalam satuan ukuran tetapan Planck h, maksudnya dalam 
scgmcn bidang yang luasnya [L\X.t..px '.:. h] hanya bolch ada satu status kuantum saja. Jadi 
dalam biclang (x, p,) dengan renlangan (-Lebar/2)< x < (Lcbar/2) dan (-Tinggi/2) < p, < 
(Tinggi/2) dcngan Luas = (Lebar X Tinggi) hanya ada titik-status yangjumlahnya 
(Luas/h) saja. 

Untuk partikel yang bergerak clalall1 3-climensi, lukisan status pariikel itu hal11s cliungkap 
pad a "ruallg- U" yang ciimcnsi!lya 6 : (x,y,z,Px,jJy,Pz). Dengan rClltangall sepcrti eli atas, 
maka Hvolume- U" aclalah 

[C- I] 

dcngan jumlah status [C-2] 

Untuk pariikel dengan massa m yang bergerak bebas, energi yang dimilikinya hanyalah 
energi kinetik, yang mcmpakan fungsi dari momentum saja 

, , 2 
E(x,y,z,p"p,p,)=(p, +P, +p,)/2m [C-3] 

Jadi, kalall kita ingin tahu berapa jllmlah stalus seblwh paliikel bebas dengan massa m 
yang bergcrak dalam ruangan yang vo lumcnya V, dan mcmiliki cncrgi (kinetik) yang 
rentangnya antara E~O sid E=Et" maka 

rC-4] 

Intcgrallipat-3 yang pcrtama mcnghasilkan volume V) scdangk;;lI1 integrallipat-3 yang 
bcrikutnya mcnghasilkan isi sebuah bola clenganjati-jari ;j(2mEb). Aliinya, 

[e-5] 

8anyaknya status dengan energi dalam rentang antara E dan E+dE dihitung dengan 

(E).dE = dJ(E) = 21l(2m)'il E' 
g dE h J 

V.dE [C-6] 

Fisika Slatistik. Proj.B.SupI"apfo Bl"O(osi.V\mjo. PhD. 



D. Integral yang melibatkan fungsi distribusi Maxwell-Boltzmann 

Hitungan clcngan fllngsi distJibusi Maxwcll-Bol!zI1l<Ul!1 mclibatkan intcgral yang dikcnal 
sebagai Integral Gamma. FlIngsi itl! didcfinisikan untuk nilai n > 0 sebagai 

'<, 

1'(n + I) '" f x" CXp( -x),clx 

" 
Fungsi scmacam ini tcmyata I11cmiliki sibt : 

1'(n + I) = n.1'(n) 
ftu clapat clibuktikan clcngan melakulGln intcgrasi parsial tcrhadap r(n+ I) 

r(n + I) = --I x" d[ cxp( -x)] = -[x" c -, J 
i1 

dengan kenyataan bahwa 

Bila n bilangan bulat, maka 
~ 

+ n f x " .. I cxp( -x).dx 

" 

r(n + I) = n(n -I)(n - 2) .. .2.f exp( -x).clx = n! 
o 

Bagaimana kalau n itu bilangan setengahan, misalnya 

1'(512) = (5/2).(3/2)1'0/2) = (5/2).(3/ 2).f x -II' exp( -x).clx 
o 

[D-I) 

[D-2] 

[D-3) 

[D-4) 

Untuk menghitung r( 112), kita mbah variabel x menjacli x = y, sehingga clx = 2y.cly. 
Maka 

,., ,,- ~ 

1'(112) '" f x' , Cxp( -x ).clx = 2 f exp( -y' )cly = f exp( -y' )ely 
o 0 

~ ~ 

r(I12)r(li2)= fcxp(-x')clxfexp(-y')cly= f fexp[-(x' +y2)clx.ely 

Bila kita ganti elengan koorclinat polar}2 ,- (} + y), lIngkapan tcrsebllt dapat cli tlliiskan 
sebagai 

- -
1'(1 12)r(I1 2) = f 2rrr exp( -r' )dr = rr f cxp( -t )elt = rr (D-5) 

" o 
Dcngan elcll1iki~Ul 

Fisika 5'talisfik. Pro/B.Sllpraplo B/'ot()sisw(~io, PhD. 



lampir{/!/ 6 

[0-6] 

Pada hitllngal1 distribusi Maxwell- Boltzmanl1l1ntuk Gas Ideal, kita menjllmpai integral 
dalam bcntuk 

f exp( -ap, 2 ).dp, 

Untuk itu dapat ditllliskan misalnya,(2 = apx 2 
, sehingga dpx = clx l.,ja sehingga 

f exp(-ap,2).dp, = -.hr/a [D- 7] 

Juga pada elistribusi Maxwell- Boltzmann kita menjumpai bentuk integral 

,. 

f E'12 exp( -aE).dE 
o 

Jika ubah variabel aE = x, maka 

~f .11, r -3f- 1/2 3 3Jit E exp(-aE).dE =(va) x exp(-x)dx =--3I-,r(l/2) =--31-2 
o 0 2a 2a 

[0-8] 

E. Integral yang melibatkan fungsi distribusi Fermi-Dirac 

Oistribusi Fermi-Oirac melibatkan fungsi yang teknik anaIitiknya sedikit lebih nunit 
daripada yang terjadi pada distribusi Maxwell-Boltzmann. Pada contoh yang digarap, 
energi Fenni lWlwnnya jauh eli atas suhu lUang, sehingga yang perlu ditinjau khususnya 
adalah kondisi dengan kT «lOr, atau dalam skala ini T dekat dengan O. 

Ada atman matematika yang sering disebut Integrasi Parsia!' Jika ada fungsi A(x), a(x), 
B(x), dan b(x) yang memenufi hubW1gan 

a(x) = dA(x)ldx b(x) = dB(x)/dx 

maka 

sehingga 

d[A(x)B(x)] 

dx 
a(x)B(x) + A(x)b(x) 

- ,. f a(x)B(x)dx = [A(x)B(x)J; - f A(x)b(x)dx 
o 0 

[E- I] 

[E-2] 

[E-3] 

FW1gsi distribusi Fenni-Dirac memiliki karakteristik yang khas seperti terlukis pada 
grafik di bawah ini, bila dipilih lOr = 1.5, dan nilai kT yang berbeda-beda. 

Fisika Statislik, Pl'o/B.Suprapto Brotosiswojo, PhD. 
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f'( I) ,c_~_·_··· __ ·· __ · 
cxp[( I·:·· E, )/kTI+ 1 

PAl 

--···--~··-·-·-~··--···--··-·-·-·-~·I 

Flingsi Distribusi Fermi f(E) 

1.5 .,--~---.-.----.'" 

11 \ 

I:: t --;~--~-1~ ~ 2.5 

E 

[ kT=001 kT=0.1 kT=o:3J 
.-.. --.. --... 

llcrikul eli/ukis juga Cungsidl( [)idE unluk nilai kT " 0.1 

·df(E)/dE 

0.05 ~-----~-.---------~ 

.,....:....-.---,. a .-
I 

looo 
0.5 1 1.5 2 2.5 

1 

.. __ J 

Dapal cliduga. bahIVa unluk kT () lukisan·elf(E)!c1E rcntangan disckilar ni/ai E' h 
akan scmakin scmpit, ll!1tuk scmua f: llilai fungsinya c::: 0, kccua!i pada E ; .. ~ [r . ;\rtilly'a, 

inlegral yang mciibalkan c1t(E)/elE hanya perlu dihilung ni/ainya eli sckilar L F, "'J:t. 
f)a!<llll kalkulus fUJlgsi <;Cn1,'lC;;\lll itl.l diil:UlUk;l:l h!!1gsi Dc!ta Dira...:, JalllballgnY<l 6(L-h.J. 
Sibt fUllg:.:i SCm(!C,UlI ill! adalah 



.Iadi ulltuk ~cbaral1g /ll!lgsi I3(F) yang bC!ltuknya 

, 
B( E) = I b(x)clx [L-5 J 

" kita bokh mcnu!is illtcgrasi parsial 

I" r 1(I)b(l,)dl. ~ [I(I)/)(Ill,; -I' 1l(11~~}dl [IA,! 
• d /-
" II 

Suku p('rt~111la rua:; k~1!l:1I1 pcrsalllaall di a1<!~ nilainya (J, scbab B(O) 0 dan lIlllllk L 
HL)--O . .Iadi tinggal 

[1-7[ 

Pada mas kall<ln pcrs:unaan di alas, kita dapallllcnguraikall /l!l1gsi B(E) eli sckitar lli!ai I·: 
--- Fr· I11cnggullakan dcret Taylor 

Il(I ') Il(I') I (I' ) (r' [' I db(E')(I' I')' 
I ~ ,'" +),', "-:,) -I- -2 '11-; , 1--" +" 

( -'I' 

[E-kl 

Jadi 

, - clr(E) , " .' clC(E) "_ ", 
I ~ -llCt ,) f --,-db + beL, ),J-,-CI: - L, )clb + 

(> dt (> clio 

I dbC,I,") f'-' clr( I) " ,',', , +--- ---(Ic-le) -t 
2 clIO, " dE ' 

[C-9J 

Suku pcrtailla ruas katl;:!ll persamaall [E-9] nilainya 

= -ll(l, )fl( E)l,; ~ -Il(l:, ) __ -'_1_ 
cxp( -+, kT) -;- 1 

tctapi karcn.:l yang kita balMS acialah kasus paLla kT« FI'" , maka f~lktor keduanya praktis 
sarna cicngan !, schingga suku pC11ama itl! Ililainya +B(r:F), 

B(I,)~ fb(lldl [f.IO[ 

Unlllk Il1cngilitllng ,uku kcdua clari ru"s kanan PCI'S<lI11aall [L-Y[, kita luliskall dl)ElidL 
sccara cksp!isit 



M(L) e\p[ll. II ),. kTJ 
11- I II . ~ --.... ------'"~,-----.-~-

ell. kT \c.\p[( I I' 
L'r ) kTJ· I J 

:-;~hingg<l 

:1[:llJ kabu kila gutwkan variabc:! x .. - (F-h·).kT llngkapannya mcnjmli !chill scdcrllaJl<l 

J
. --,,~e \ P~eI x 
II lexp( x) + I r . [1.-1.1 I 

Karen,! 1.:."1 «'-h . maka batas bawah integral pada nl(ls kcdua pcrsam;\(ln [1-:- U I bolch 
digantikan dcngan nibi (- c<»). Lilli kabu kiLllillat integrandnya adal(lh.llin!!si Q<lnjil dan 
\'<lridbd x yang mcrc!lt<l!lg dari (- C,)} hingg<\ (_ .. 00), 

x.np(x) J (.-x)exp(-x)} 

[ex!'( x) + I r =1 [exp( -~~iY 
11'14] 

jadi intcgralnya clcngan rcntang dari (~ =) hingga (+ =») mcnjadi o. 

Suku kctiga dari was kanan persarnaan [E-9] dapat diperlakukan dcngan cara scrupa. 
Integral 

'f"clf(E)" 2_ . '2'f" x'-ex!,(x) 
- .. -(I2-L 1 ) dLO'-(kT) -r -------=<:]' Ix 

o clL '" exp(x)+1 .. 
[E- I S1 

knli ini intcgrzmdnya fllm~si genap dabm \'ariabc! x,jadi rcntang ant(lrCl 0 dcngan (",. (X)) 

mcnghasilkan nilai yang sarna dcngan rcntang antara 0 dengall (- 00), Dapat dituliskan 

[1- I 61 

Kita gUllakan clerd 

[I+exl'(-x)], ~ L(-I)'" "'Il.e\Jl[--ill",I)xl [1-171 
n.·i 

Ill;:lka 

exp( --IlX ),clx [E-Ik] 

!-'i\/!,u ,\'IUI/Sllk, /'F(I/H.Sllpr<I/J/o !JF(I{U';i.\l\·lljU, I-'h!) 

[1.- 121 



l'vICIlL!!1It Integra! (ianlma 

.I"di 

f I 2 
x·: .cxp( ·nx )elx ~ ---e1'(3) =-. 

Jl ' n -

J
'dl'(ll. :.. -." f'" x ·.cxp(x) - IT 
-.--(1-1 , ) ell. 2 --(kI r '~-. ~·,dx = (kTf -:;-

, dl-.[exp(x)+ll- -) 

dan suku kctiga pcrsamaan /I·:-9J nilainya 

I db(.E,lfdr(EI .. '.' _ elb(E,I. _ IT' 
-.. --- ._-(I-. _. 1"1) elL =- --'-" --(U)--
2 dEl' " dl' ell: I' 6 

iI- 101 

iI-201 

11-21 J 

[1-22) 

Besaran integral yang ingin kitn hitung ( pcrs.[E- 7] ) nilainya dapat dituliskan scbagai 

[1-231 
-- ". .. . F,. 2. 110 F ) 

J", fnElb(E)dE = f b(E)elE+2:..-(kT)' ( (_'I' 
() {) 6 elI.', F 

Dengan bekal l1!1llUS {B-23] eli (lIas kit,l dapat Illcncari misa!!l;/.:l bcsarnya cllcrgi Fcrml 
pada suhu T yang tidak terlalll jallh dari T:::.;O, 11l1tuk gas fennion. Kcrapatan status cllcrgi 
1I1l(Uk "gas clektron" dalam zat padat adalah 

, _Ill ,.' 
g(L)=4IT·-. L " (

7 ).:, 

h-

Kita perlll nilai dg(E)!dE. itll llllldah c1ihitllng 

dg( /:l 

dL 
I I g(LI 

.) I: 

JU!1l!ah clcktron bebllS Illisalnya, kittl hitung dari 

;:;,\[/.,/ .l)latislik, i'/"{J/.1J.,\"uIJUljJ(O /irolosi.\'l\"ojo, PhD. 

[E-241 

11-151 

[L-2('1 



IUJ}//)iro!/ I I 

Pada T"-'O, didapat hubungan antara N dcngan b:((» dari 

E I (U) 

N = j g(E)dE [10-27] 

" .lad; boleh kita tulis 

[E-lS] 

Untuk nila; [E, - E,(O)] yang kccil integral eli nJas kanan itu '" g[Fr (O)].[Er (0) E,], 
schingga dcngan J1lcnggunakan pcrsamaan [E-25] kita peroleh 

IT'(kTJ' g(~ '" IT' (vr)' g[F,.(O)l = g[E,(O)][L(O) - E ,,] [[-29] 
() 2E, 12" 10,(0) , 

I\tau 
IT' (kI)2 

12 Er(O)'] 

Encrgi rata-rata elektron pad a suhu I,juga dapa! kita pero1eh melalui 

f Eg(E)f(E)dE 

(E(I))= ~ = ~JEg(E)f(E)dE=::"'II.,----
, f g(E)f(E)dE 

Pad a I = 0, t(E) ,~ 1 untuk 10 =< EF, dan t{E) = 0 untuk 10 > JC::r sehingga 

Ei 

jEg(E)dE 
IE(O,») = -"c'"''-' __ (2/5)E (0)" 3_ 
\ = (2/3)E,(O) =SL,(O) 

J g(E)dE 
II 

Dengan subsitusi beE) =E.g(E) pada persamaan [1"-23] kita dapatkan 

" [ ! (E )] , ., ,,-, __ , ~, __ , <. g . FIT· 2 
U(1)= Jl:.g(]c)dL+ g(L,)+L,--, - -(kT) 

, dE, 6 
[E-33] 

Suku pertama ruas kanal1 persamaan eli atas 

Fisika S/ofisfik, Pro/fi,Sup!'apfo B"()(osi.'; .. r(~i(}. PhD 

[E-30] 

[E-31] 

[E-32J 




