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SOLUSI DERET PANGKAT
' PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDE-n

Oleh : Iwan Sugiarto

1. Pendahuluan

Tinjau persamaan diferensial linier orde-n dengan koefisien variabel :

puY0)+ oy Oy v b (O() = 1)
dengan p, (ro) #=0.
Tak asing lagi bagi kita untuk menentukan solusi persamaan diferensial di atas

dengan menggunakan metode deret pangkat. Di sini akan dikaji ulang bagéﬁmana

proses pencariannya,

2. Landasan Teori

Misalkan f(r) dan g{t) mempunyai turunan ke- 1 ,2,3, .0,

k=0

Maka: (/)" :i (Z] FU) glrk), [ (2.1)

Formula ini dikenal sebagai formula Binomial Leibniz untuk turunan.

,ﬁ_-_?v,.,,,,,,UDIuk,nE_.l;.“(fg;'_.;.f.g!-p_f ‘g ' R
v (2Y .. (2 2) . _, "
Untuk n = 2: (fz) =(0)fg +[Jf‘g'+(2]fg =/g +2f'g+[g

Untuk n = 3: (fg) =(0Jfg +(Jfg f(i]fg+[§]fg
<S8 43 g +3f g +fg

dan seterusnya.

Definisikan: P =(p, (1), p,, W N() dan Y = (y(’v ),y ),..., y(t)),

dengan p, (t) memiliki turunan ke — 1,2,..n, untuk 7=01,2,. N .



Maka: (PY)® = imﬂ“. YR, 22)

k=0
Untukn=1:(P.¥Y)=P. Y +P.Y
Untukn=2: (. Y)" =P.Y +2P .YV +P.Y
dan seterusnya.

Formula (2.2) mirip dengan formula (2.1) , dimana perkalian biasa digantikan

dengan hasil kali titik.

3. Solusi Deret Pangkat Persamaan Diferensial Linier Orde-n

Tinjau persamaan diferensial linier orde-n dengan koefisien variabel :

Py (t)y(N)(t)"' Pra (t)y(N_])(t)+ - Py (I)y(t)= f(t) ---------- (3.1)
dengan p, (z,)#0.

Definisikan : P = (p,{t), ppy (). po(t)) dan ¥ = (y(N)(t),yN" (t),...,y(t))

dengan p, (t) memuliki turunan ke — 1,2,..n , untuk i =0,1,2,.., N .
i
Jadi persamaan diferensial (3.1) dapat ditulis sebagai : P.Y = f (r)

Asumsikan koeﬁsien-koeﬁsieni f (t) dan Py (t) dapat diekspansikan dalam deret
pangkat yang konvergen di sekitar ¢ = ¢, dengan jari —jari konvergensi positif dan
Py (te)# 0 (#,adalah titik ordinary persamaan diferensial ).
; . _ N fn ’ N p("-”) ’
Tulislah:  f(:)= Z;(t——to) , p ()= ZT(t —1,) sk=012,..,N
n=0 | .

=0

dengan : fo = f(")(to): dan Prn = P.En)(to)' [

Misalkan y{¢) solusi persamazan diferensial (3.1) yang diekspansikan dalam deret

pangkat - =322 -1,) e (32)
a=0 . .

dengan syarat awal : (¢, )= VoY (t,) = Vs oers y(w‘l) )=y Nep -



Maka: y, = T Pwa,0)Yn-1 T T Poy)Ye T Jo .
Pw.0)

Diferensialkan persamaan (3.1) scbanyak n kali dan terapkan formula 2.2) ,

sehingga diperoleh :

N n i
Pivo)Ywen T ZP(N—k,UJyNHr—k + Z(k) T R (3.3)
k=1 k=1

Dari relasi rekursif (3.3) diperoleh solusi deret pangkat (3.2).

Contoh : Diberikan persamaan diferensial : y" +£2y" +y —y=¢ dengan syarat

awal : y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=1.

Perhatikan bahwa :  p,(1)=1, p,()=1* , p,()=1. pol)=-1, f(F)=1,

hingga: f bok=1 -1 k=0
sSenin a . = =
888 Ju 0 k=02, .7 Pos 0 .,k=12..n
) 1 k=0 ) 2 k=2
Pe=1 0 k=12,m Poe =1 0 k=013,
) 1 k=0
Psa = 0.,k=12,...,n :
1
. ~ — Pioy - +
Diketahu - Po=0 ,y, =1 ya =1, y, = P10Y2 = ProYs — PooYo + fo _
Pap

Dengan menggunakan rumus (3.3), diperoleh :
Yiru +yl+n =Y ”*‘n("_l)y,, :f,, ,n21

sehingga: y, =1, ys=0,y,=4, y, =-11, dst.

Jadi solusi persamaan diferensial : y(¢f)=1¢ +lt2 —lt3 =% -y
2 3! 4 6! 7!
4. Kesimpulan

Dari pembahasan sebelumnya, kita dapat menarik kesimpulan bahwa persamaan

diferensial linear : pN(t)y(N)(r)+ P (t)y(N"l)(t)+...+p0(t)y(t):f(t) » dengan



TG

J7; N(t0)¢ 0, kita dapat menggunakan metode deret pangkat untuk menentukan

solusinya.
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