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PERSAMAAN DIFERENSIAL TINGKAT SATU 

1. Pendahuluan 

~anyak masalah-masalah rekayasa dan· terapan lainl1ya, seperti: masalah gerak 
partikel,>fangkaian listrik, atau dinamika populasi, dirumuskan dalam bentuk model 
matematika yang melibatkan persamaan diferensial. Persamaan dijerensial dapa! 
dimtikan sebagai persamaan yang mengandung fungsi tal< diketahui dan turunamlya. 
Fun~si tak diketahui tersebclt dapat bergantung hanya pad a satu peubah bebas atau pada 
lebih dari satu peubah bebas. Untuk kasus satu peubah bebas, persamaamlya dikenal 
sebagai persamaan diferensial biasa , dan untuk kasus lainnya dikenal sebagai 
persamaan diferensial parsial. 
Contoh persamaan diferensial biasa : 

a. 2xy"-3xy' + 9 =0 
b. (Y'i = 2 cos x 
c. 3i~~ ~ 2y" + y' = eX 

Contoh persamaan diferensial pm'sial : 
a. 9 &u au 

8xL = O).. 
b. 0 a2u .'\- .... 

0 Vc< 
= 

8x L 3t1 

Tingkat dari suatu persamaan diferensial adalah indeks tunman tcrtinggi yang 
terkait dengan persamaandiferensial . Pada contoh p'ersamaan diferensial biasa di' atas 
pad a contoh a termasuk persamaall diferensial tingkat dua, pada contob b termasuk 
pcrsamaan diferensial tingkat satu, sedangkan pada contoh c tennasuk persamaan 
diferensial tingkat tiga . 

Persamaan diferensial dapat dituliskan sebagai suatu fungsi, 
F( ") 0 n c· '" n.l) 

-< x,y, ... ,y = atau y = J."(x,Y: y ,Y , ... ,y 
dalam hal ini, y adalah fungsi yang tidak diketahui, atau solusi yang ingin dicari dari 
sebuah persa1l1aan diferensial, dan y" adalah tunman fungsi ke-n dari y. Suatu persamaan 
diferensial dikatakan linear jib F adalah fungsi linem' dengan peubah y,y' ,y", ... ,y"-I. 
Bentuk umum pers.amaan diferensial biasa tingkat ke-n adalah 

ao(x) y" + al(x) yn.1 + ... + a,,(x) y = g(x) 
sebagai eontoh persamaan diferensial 2X2 y" - 3xy' + 4y = 0 adalah linear. tetapi 
persamaan diferensial y'" + 2eXy" -yy' = x2 tak linear, karena terdapat suku yy'. 

Ilustrasi : perhatikan persamaan diferensial y,2 - xy + y = 0, mclalui pengintegralan 
diperoleh persal11aan y = ex -c2 yang merupakan soilisi lIi1JUI11. Jika niiai c diberikan 
untuk sebarang bilangan l11aka solusi Ul1111I11 tersebllt akan menjadi solusi khusus. Seperti 
perS3l11aan y = x - I adalah solusi khusus lIntlik persamaan diferensial di atas, jib c = I. 
Selain soilisi Ul11Ul11 dan khusus. dikenal pula solu;:i singular yaitu solusi yang tidak dapat 
diperoleh dengan l11cl11berikan nilai tertentu bagi konstanta dalal11 solusi Ul11um. Dari 
persamaan difcrcnsia! (Y'i - XY + Y = O. akan diperoleh pula persamaan y = x2/4 yang 



tidak dapat diperoleh de.ngan mensllbtitllsi konstanta dalam SOlllSi llmllm, sebagaimana 
na111pak dalam Gambar I berikut 

0( 
x 

Gambar I. Solusi singular (berupa paraboia) dan solusi khLlSUS bagi y,2 - xy' + y :0-" 0 

Tidak seliap persalllaan diferensial lllellliliki SOlllSi, sebagai contoh : (y,)2 = -1. 
Persalllaan diferensial tersebllt tidak memiliki SOlllSi llntuk setiap y E R, kan~na y"= c 1. 

2. Mctodc Pcmisahan Pcubah 

Bentuk umum pcrsamaan diferensial ordo satu : 
y' = f(x,y) atau F(x,y,),') = 0 

dapat direduk.si menjadi : 
g(y) y' = f(x) 

atau g(y) dy = f(x) dx 
kemudian kedua mas diintegralkan, sehingga diperoleh : 

J g(y) dy =, J f(x) dx + C 
jika fungsi f dan g kontinu, maka kedua integral di alas pasti ada. dan solusi umul11pun 
akan diperoleh. 
Contol1 50al 

Diberikan persamaan diferensial : yy' + x = O. Tentukan solusi umum persamaan 
diferensial ! 

Y dy/dx + x = 0 
ydy = -xdx. kedlla ruas diintegralkan sehingga meniadi : 
y, l + C1 = - 't2 x2 + C2 , , 
i/, y- = _ 't2 x- + C 

") ;. 
v- = -x- + C 

Jadi SOI~ISi 11I11UI11 persal11aan diferensial : x2 + y' = C 



j 
i 
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3. Persamaan Difcl'ensial Linear Tingkat Satu. 

Persamaan diferensial tingkat satu dikatakan linear jika dapat ditulis dalam 
bentuk: y' + p(x) y = q(x) ............................................ (1) 
Dimana p dan q kontinu pada daerah definisinya. Untuk mencari solusi umum dari 
persamaan diferensial linear di atas adalah dengan mengalikan setiap ruas dengan faktor 
eip(x) dx, s6,hingga persal11aan (1) l11enjadi : 

eip(x1dx y' + p(x) y eip(x)dx =q(x) efp(x)dx 

~(ejp(X)dX y) = eiP(x)dx q(x) 
dx 

e! pix) dx . Y = Se! p(x) dx. q(x) dx + C 

y = e,l p(x) dx [Se! p(x) dx q(x) dx + C] ........................................... (2) 

Fungsi (2) di alas sebagai solusi umum persamaan diferensial linear. 
Contoh soal 
Tentukan solusi Ul11Ulll persalllaan diferensial : y' + Xl' = 5x 
Jawab 
Persalllaan diferensial di alas merupakan persamam1linear dengan . p(x) = x ; q(x) = 5x 
Solusi Ul11um perSal11aal, diferensial : 

y = of x dx [lei x d··'.5x dx + C] 
Y;. h [ 1/2 '1 C] d' I ' y = e' 5e ' . + ,1l11ana 1 = X-

Y = 5 + Ce !/
z h , dinlana h = x2 

4. l'crsamaan DiferensiaI Homogen 

Benruk pcr3amaan diferensiai: M (x,Y) dx + N (x,),) dy = () ......... (3) 

dinal11akan persamaan diferensial hOl1logen tingkat pertama jika M dan N adalah fungsi 
homogen berderajat sama. Contoh fungsi hOll1ogen: 

1. f(x,Y) = x/y => fungsi berderajat nol 
2. f(x,)') = sin (x/y) => fungsi berderajat nol 
3. t~x,y) = x-y => fungsi berderajat satu 
4. f(x,y) = x + y + (x2 + /)1:2 => fungsi berderajat satu 

5. f(x,)') = x3 + y3 + xy2 => fungsi berderajat tiga 
Contoh persamaan diferensiai homogen : 

1. y' = (x-y)/(x+y) 
2. y' = sin(x/y) 
,. (' ') In 1") liJ 
O. Y =(x+ x-+y- -)/(x-(x-+y-)-) 

Persamaan diferensiai hOl11ogen dapat diselesaikan dengan pcnggantian z = y/x. dy!dx 
dapat ditulis sebagai l\x,y) sehingga bentllk persJmaan diferensial (3) dapat ditlliis 
l11enjadi : f(x.y) = - M(x.y) ! N(x.y) dengan M dan 1\ merupakan fllngsi h0l110gen Yang 
sama. [(arena z = y!x atau y = xz maka : 

dy = z dx -+- x dz ................................ (4) 
Bentuk persamaan (4) disubstitusikan ke persamaan diferensiai (3) sehingga so lusi 
persamaaan diferensial dapat diperokh melalui metode pemisahan vari,;bei. 



Contol1 soal 
Diberikan persamaan diferensial 

umumnya! 
y = (Xl + /) I (xl). Tentukan solusi 

Jawab 
Persamaan diferensial diatas merupakan persamaan diferensial homo gen. 

Misalkan z = y/x maka dy = z dx + x dz atau dy/dx = z + xz' , sehingga persamaan 
diferensial diatas menjadJ ~ , 

z + xz' = (xl + XOZO) I xoZ2 
Z + xz' = (l + Z3) I i 

xz' = 11 Z2 

x dzldx = 1 i z2 

z2 dz=dx/x 
Kedua ruas diintegralkan sehingga menjadi : 

zl /3 =Inlxl +c 
Z3 = 3 In I x I + c 

Jadi solusi umum persamaan diferensial: (y/x)3 = 3 In I x I + C 

5. Persamaan DiferensiaI Bernoulli " 

Bentik umUl11 persam'lan diferensial Bernoulli adalah: 
y' -+- p(x) y = q(x) l 

dimana a adalah bilangati real. 
Persal11aan (5) bila dibagi dengan y" menjadi : 

'\ I a . y'l Y' + p(x) y - = q(x) 

................................. (5) 

Misalkan u = /-a maka u ' = (1-a) y' I yO alau y. = u' y" I (I-a). kemudian disllbstitusi ke 
perS3l11alll1 diferensial (5) yang penyelesaiannya seperti pada persamaan diferensial linear 
tingkat satu. 
Contoll soal 

Diberikan persamaan diferensial : dy/dx - y = X)'5 Tentukan solusi Ul11umnya r 

Jawab 
Persamaan diferensial di atas merupakan persamaan diferensial Bernouili. Cara 

menyeiesaikanl1ya dengan substitusi u = y - 4, maka n' = - 4)' -, y' atau y' = - u' )" f 4. 
Sehingga persamaan diferensial pad a soal diatas dapat ditulis menjadi 

(- u' y' I 4) - Y = x)" . 
-u'/4-u=x 

U'+411= -4x 
Persamaan diferensialnya l11enjadi persal11aan diferensiallinear, dengan : 

p(x)= 4 q(x)= - 4x 
Jadi solusi Ul11um persamaan diferensial : 

-J pIx) dx [J. ; p(x) dx () d + CI u=e e" .qx x ." 
= e-4x 

[- Ie4
'. 4x dx + C] 

= e-4x 
[ -xe"' -+- (e"' 14) + C] 

I 'y~ = -x + 'Il + Ce--1x 



6. Persamaan Diferensial Eksak 

Bentuk persamaan diferensial M(x,y)dx + N(x,y)dy 
terdapat fungsi F(x,y) sehingga dF = Mdx + Ndy. 

Teorema 

o disebut eksak jika 

M~alkan M dan N fungsi dua peubah sehingga M, N, My dan Nx kontinu, maka 
M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 disebut eksak jika dan hanya jika aM/ay = aN/ax. 

Contoh 
Diberikall persamaan diferensial (x+y) dx + (x-y) dy = 0 te!1lukan solusi persamaan 
diferensial terse but 1 

jawab 
M(x,y) = x + y dan N(x,y) = x - y, persamaan diferensial di atas dikatakan eksak karena 
aM/ay = aN/ax = 1 

Solusi persamaan diferensial eksak dapat diperoleh dari : dF = (oF/ax) dx + 
(aF/ay) dy = M dx + N dy, ini berarti ballWa aF/iJx = M dan aFliJy = N. Solusi dapat 
dicari dengan mengintegralkan kedua ruas sehingga diperoleh soiusi F(x,y) = C 
Contoh 
Giberikan persamaan diferensial : (4xy + 2/ - x) dx + 2x(x'-2y) dy = 0 
.hnvab 
M(x,y) = 4xy 1 2/ - x => aM/ay = 4x + 4y , 
N(x,y) = 2x- + 4xy => aN/ax = 4x + 4y 
Persamaan diferensial di atas eksak karen a 3M/iJy = aN/ax = 4x + 4y 
Solusi persamaall diferensial eksak di ata< dapat dicm'i : 
aF/iJx = M = 4x); --2/ - x 

F(x,y) = f (4xy + 2/ - x) dx => peubah dianggap kOllstan 
? , , 

= 2x-y + 2,-)'- - V, x- +~(y) 

aF/ay = 2Xl + 4xy + ~'(y) = N = 2Xl + 4xy 
fey) = 0 => ~(y) = C 
ladi solusi persamaan diferensial eksaknya : 
F(x,y) = 2x2y + 2x/ - Y2 Xl + C atau 
2x2y + 2x/ - Y2 Xl = C 

7. Faktor Integl'asi 

Bentuk M(x,y)dx + N(x,y)dy=O yang bukan eksak dapat dibuat eksak dengan cara 
mengalikan suatu faktor integral p(x.y) sehingga diperoleh PD eksak. 

,I M dx + P N dy = 0 

Di sini kita hanya 111embatasi faklor integrasi yang berbentuk p = p(x) atau ,I = ,I(Y) . 
. Faktor integrasi yall~ berbentuk ~I = ~I(X) adalah p(x) = el,,,, '''':<1 d.,: Sedangkan illlegrasi 
yang berbentuk W=,I(Y) adalah F(v)= c· I

[\", "'''11''" 



Contoh. 
Diberikan persamaan diferensial (4xy + 3l- x)dx + (X

2 + 2xy)dy = O. Tentukan solusi 
PD tersebut! . 
Jawab: 
M(x,y)= 4xy + 3l- x ~ 8M1ay = 4x + 6y 
N(x,y)"i X2 + 2xy ~ 8NIOy = 2x + 2y 
Persamaan diferensial di atas tidak eksak sehingga perIu dikalikan dengan faktor"integrasi 
supaya Rersamaan diferensial di atas menjadi eksak. Faktor integrasi yang dipakai adalah 
~(x) = ef[My-:-,:xllNl dx.= e f(2x + 4/ x2+2xy) dx = e 1 (2/x) dx = e 21nx = x2. 

Diperoleh ~ersamaan diferensial eksak: 
(4x'y + 3X-O'2 - x3

) dx + (X4 + 2x3y) dO' = O. 
Solusi persamaan diferensial eksaknya adalah: 

f 3 ..... ?? 3 4 37 A F(x,y) = (4x Y + ~xT - x ) dx = x y + x y- - '/. x' + ~(O') 
8F/8y = X4 + 2x3y + ~'(y) = X4 + 2x3y 
~ '(y) = 0; ~(y) = c 
Jadi solusi oersamaan diferensial 
F(x,y) = X4;, + x3l- Yi X4 + C 
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