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PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR TINGKAT DUA

1 Pendahuluan

Bentuk umum persamaan diferensial biasa tingkat dua adalah

YRy gl y =) e ()
dengan f{x) kontinu pada daerah definisinya.
Jika persamaan diferensial ( 1) memiliki bentuk f{x) = 0 maka dikatakan persamaan
diferensial linear homogen tmﬂl\at dua. Bentuk umum persamaan diferensial linear
dengan koefisien konstan yang homogen memiliki bentuk -

yitay +by=90 ; a, b konstanta
Kita akan mempelajari solusi persamaan diferensial linear tingkat dva dengan
koefisien konstan baik yang homogen maupun yang tak homogen.

- Solusi persamaan diferensial  tak homogen selalu melibatkan sclusi

homogennya, ditambah dengan solusi khusus yang dapat ditentukan dengan dua
metode yaitu :

1. metode koefisien tak tentu
2. metode variasi parameter

2. Persamaan Diferensial Homogen Tingkat Dua

Untuk menentukan solusi umum persamaan diferensial homogen :
yray +by=90 s a,b konstan
kita menu]ls Der samaannya datam bentuk :
(D’ TaDA L)y =0 {2

dengan D = d/dx dan D’ = &/dx’. Lambang D dinamakan operaior diferensial.
Persamaan (2) dapat ditulis dalam bentuk :

(D—I;}(D—!g)y—o ..................................... (3\
dengan r; dan r; adalah akai-akar persamaan kuadrat dari : ° +ar + H = 0.
Bentuk ini dinamakan persamaan karakteristik dan akar-akar r, dau 1> dinamakan
akar-akar karakteristik. Persamaan diferensial (3) dapat ditulis menjadi :

(D—rp)u=0 atau dwdc—rju=0
dengan.u = (D-rp) y. Solusi umum persamaan diferensial ini u = Ce’'" Karena
u = (D ~rj3)y, maka diperoleh :

(D——H})f = ("
atau pi—ry =t
persamaan (4) merupakan persamaan diferensial linear tingkat satu yang solusi
umumnya Ty =CLM TG+ Oy (3)



Bentuk (5) dapat dikelompokkan menjadi tiga kasus sebagai berikut :

Kasus 1: »; dan r5 real dan berbeda
Sodusl umumnya menjadi :

Y= (] e Cre Y = et Cre ™

Kasus 2 : rydanr;real dansama ry=r;=r
Solusi umumnya menjadi :
y=(Cx+Cye”

Kasus 3 : : r; dan r; akar kompleks
Misal : r; =p+gi dan ro=p—gqi ;pogeR L i=A]
Maka solusi umumnya :
y = Clerp: + Cge"}“
dengan C;, (5 r; dan r» semua bilangan kompleks
maka : '
y = C;e(p TGN g Oyl B
atau
y = c“'”'[C;e @ix 4 C'QC“- r,r,-.\']
Kita menggunakan persamaan Fu/er untuk bilanoan komypleks sebagai berikut
e =cosgx +isingx dan e " = cos gx —isingx
maka solusi umum persamaan diferensialnya :
y =e™(C, cos gx + Cssin gx)
denganp, g, C;,dan C; e R

Contoh soal 7
1. Diberikan persamaan diferensial @y’ — 2y — 3p = 0 Tentukan solusi
umum persamaan diferensialnya !
Penyelesaian ;
Persamaan karakteristik persamaan diferensialnya : " — 2r— 3 = 0.
Akar-akar karakteristiknva : r; = -1 danr, =3
Jadi solusi umumnya adalah : y = Ce™ + Coe™
Diberikan persamaan diferensial : y'' — 4y' + 4y = (. Tentukan solusi
umum persamaan diferensialnya.!
Penyelesaian :
Persamaan karakteristiknya : r” — 4r + 4 = (.
Alkar-akar karakteristiknva :rj =1, =r=2
Jadi solusi umumnya adalah : y = (Cx + Cy ) o™

o



(8]

Diberikan persamaan diferensial : y'* + 4y° + I3y = 0 Tentukan solusi
umum persamaan diferensiainya!

Penyelesaian :

N Persamaan karakteristiknya : r’ +dr+ 13 =0
Akar-akai karakteristiknya : rj ;= -2 £ 31

Jadi solusi umumnya : y = e")"'( Cycos 3x + Cy sin 3x)

3. Persamaan  Diferensial Tak Homogen Tingkat Dua dengan Metoda
Koefisien Tak Tent* dan Metoda Variasi Parameter.

Solusi umum persamaan diferensial (1) adalah jumlah dari solusi homogennya
dan solusi tak homogennya. Solusi tak homogen tidak memuat parameter, schingga
- dinamakan dinamakan solusi khusus yang ditulis dengan lambang vy, maka :

Y R ayi by =) e (6)
Selisih dengan persamaan (1) menghasilkan :
v—w) Taly-y) +by-yi=0 ... ettt et aan (7)

~Solusi persamaan diferensial homogennya adalah : y — yy =y, atae y =y, + Wi
dengan . 3, solusi homogen dan yj solusi khusus

2.1 Metode Koefisien Tak Tentu

Pada metoda ini harus dapat dipilih bentuk solusi khisus yang memuat
beberapa koefisien vang dicari. Bentuk solusi khusus ini harus diatur agar vi # Vi
yang memenuhi : v tayytby,=0
Beberapa patokan pemilihan solusi khusus vy, diperlihatkan pada tabel berikut :

Bentulk f{x) dari Persamaan Diferensial | yr yang diminta
Y ay™ by =f(x)
o =c” Vi = k"
fx) =x" ye=Kxt 4 Lx + A
fix) = sinx w=Kcosx+ Lsinx
fx) =cos x | yi=Kcosx+Lsinx
Catatan :
1.y tidz%k boleh muncul pada y, nya. Jika terjadi kalikan y. nya dengan faktor x
atau x~.

2. Jika fx) memuat bentuk suku banyak dan salah satu akar karakteristiknya nol.
untuk kasus ini kalikan 14 nva dengan faktor x.

e



Contoh soal

1. Diberikan persamaan diferensial : y” — 2y’ - 3y = 2¢™. Tentukan solusi umum
persamaan diferensial !

;  Penyelesaian: o
Persamaan karakteristik : ¥ — 27 — 3 = 0. ' S
Akar — akar karakteristiknya : ry = -1 dan=3 . -

Solusi homogen : y, =Cje™ + Cre ™.
Misal solusi khusus y; = K x ¢™ karena y, memuat bentuk ¢™, maka :
y' =Ke' - Kxe™
y'=-Ke" —[Ke"—Kxe™] = y"=-Ke*-Ke*+Kxe*
Kemudian disubstitusi ke persamaan diferensial pada soal di atas, sehingga
diperoleh k = -1/2.
Jadi solusi khususnya adalah : y, =- % x ™
Maka solusi umumnya - y = y;, + Yk .
y=Cre "+ Cre ¥~ hxe™

2. Diberikan persamaan dlfClE:llSl“'l ¥y =2y +y=2¢" Tentukan solu51 wnum
persamaan diferensialnya !
Penyelesaian :
olusi homogen persamaan diferensial v, = £y xe™ + (7, ¢
Misalkan solusi khusus y; = K x” ¢*, maka:
y'=2Kxe +Kx'é
Y'=2Ke" +2Kxe + 2Kxe v Kxle = 2K+ A Kx &+ KxP e
sehingga persamaan diferensial di atas sehingga menjadi :
2Ke*=2¢"
K =1
Maka solusi khususnya adalah : y; = x” ¢*
Jadi solusi umumnya: y =C;x " + Cy e + x7 &'

3.2. Metode Variasi Parameter

Solusi homogen dari persamaan y” + ay’ + by = f{x} adalah :
n = Cr Ux) + Cr Uafx)
dengan C; dan C; parameter. Bentuk-bentuk yang mungkin dari U;(x) dan Ua(x)
adalah ™, xe™, ™cosgx, atau ¢™singx. Metode variasi parameter adalah
mengandaikan bahwa y; mempunyai bentuk yang sama dengan y;, dengan pararneier
vang bervariasi yaitu berubah menjadi fungsi yaitu F; (x) dan F>(x) sehingga:
e =Vilx) Uilx) + V2 (x) Us(x)
Dengan :
V) = —fu,- f(x) /wdx
Vy=fu, .f(x) /wdx



W = deierminan Wironskian =

Contoh :
Diberikan persamaan diferensial y” — 2y’ + y = 2¢*. Tentukan solusi
umumnya !

Jawab : Solusi homogen : y, = (C;+ Cox) ¢
Solusi khusus :

Yp= U.’ V,'(X) + Uz 13 ()'/
=V,e" +V;xe
W= |u; us

) ’

Uy Uz

v = - f(xe*.2e") /™ di = - 37

vy = f(e* 2¢") /e* gy = 2x
Jadi: y, = 2" —x'e" =x%¢
Solusi umumnya :

y=yntyp

y=(C+Cr x)e + xe"

4. Perluasan ke Persamaan Diferensial Linear Tingkat Lebih Tinggi
Bentuk umum persamaan diferensial liniar orde tinggt dengan koefisien

Vot ap ™ v any™ F ¥ = 0 (8)
dengan a;, a; ..., a, adalah konstanta.
Persamaan karakteristik persamaan diferensial adalah :

m' +am™ v am™+  ta,=0
Persamaan karakieristik tersebut memihiki » buah akar real dan kompleks.

Solusi homogen persamaan diferensial (8) dapat dilihat melalui tabel berikut :

Akar-akar karakteristik Kontribusi dalam solusi
1| Akar real berlainan : e Q"™ "™
my, >, ..., 0y
2| Akar real sama ™ xe™ xe™ . X e™
m = o kelipatan &
3| Akar kompleks e® cos Px. x ¢™ cos . x” e™ cos fx, .
m=qazpi berkelipatan k |, x*' ¢ cos fy, e™ sin fr. x ™ sin Br.
(B =0 L X0 e™ sin P, .., ¥ o™ sin fx

tay



Contoh soal :
leellkan pe1samaan difer ens1a1 orde sepuluh dengan persamaan karakteustik
§ {m— 2) (m = 3)(m’ - 2m + 5)° (m + 2) = (. Tentukan solusi umumnya !
Jawab : a
Akar-akar karakteristik : m; 334 =2 ms=3 mgrgo=122i my=-2.
Solusi umumnya
p o= A + 4™ + Be® + Byxe™ + Bye™ + Bare™ + Creteos 2y &
+ Dyesin 2x + Caxe’ cbs 2x + Daxe” sin 2x
y =A%+ Ase™ + (B, + Bax + By’ + B ) + [(Ci+Caxjecos 2 +
(D)4 Dyx) sin 2x] ¢

Bentuk umum persamaan diferensial linear orde tinggi tak homogen adalah:

V' ap™ a2+ Tl Y =S e (9)
dengan a;, a»,..., a, adalah konstanta.
Solusi umum peisamaan (9) adalah solusi homogen ditambah dengan solusi khusu:;
yang dapat ditulis menjadi: y = y;, + y; dengan y;, = sclusi homogen dan y; = solusi
khusus. Untuk menentukan selusi khusus dapat menggunakan metode: (1) koefisien
tak tentu, dan (2) variasi parame.tr;r.

4.1 Metode Koefisien Tak Te'liu
Uutuk menentukan solusi khusus dapat dlhhat dalam tabel berikut:

Bentuk ffx) _ Solusi khusus | Syarat
1 [ fixi = P, Pix) e =apt+axtax +. . +ap” m = 0 bukan
polinom derajat n akar

] karakteristik
Y =xMay T axt aps + = ax") m=0

alar
karzkteristik
Jix) = Pix) ™ ye=e™ (ay + axt ax + ..+ ax") m = o bukan
Px) polinom derajat akar

n karakteristik
e =™ (ay + apxt g ¢t an”) m=o

akar
karakteristik
kelipatan k
Jixh = ® [P(x) cos | yp = €™ [{ay + aix+ ax’ + ..+ ax’ m = o + i
e+ O sin fx] . cos v+ (by + b+ b’ + L+ by bukan  akar
sin ﬁ\] karakieristik

¥ = e [lag + apx a2 ax") m = q + Bi
cos fx + (by + bx+ b+ v bx") sin fx] | akar

karakterisiik

kelipatan k

&



Contoh soal.
Diberikan persamaan diferensial y”
Tentukan solusi umumnya!

-y +y'»—y:x2+2_'
Jawab: - .
. Persamaan karakteristik persamaan diferensial: m’ — m” + m~1 = ()

Akar-akar karakteristik: m=1, m==*1

Solusi homogen: y, = 4d¢* + Beos x + C sinx

Solusi khusus: 34 =4 + bx + C X ‘

Iika yi diturunkan tiga kali kemudian disubstitusi ke persamaan diferensial
pada soal di atas, maka diperoleh: A=-2,B=-2, C=-1

Jadi, solusi khusus:  j3 =-2 - 2x - ¥

Maka solusi umum:  y =y, +

y=Ac + Beosx + Csinx-2-2x-x°

4.2, Metode Variasi Parameter

Tinjau persamaan diferensial linear tak homogen orde tinggi:

I ) «
_ y” + a/y'" Wy .f:.'gy(“ D +a,y=fx). e e (i0)
Misalkan solust khususnya: yx = vy y; + v yo + vz y; + .. 1 v, ¥ dengan yy, vo, ¥, ..o
¥y sclusi homogen dan vy, v,,....., v, ditentukan dari persamaan:

vieyptvpyr vyt b vy, =0
Vet vy by =10
LA 7R R U _* LR S U g

. i . .
! -1

' i
-f \ -1 . -l f
vy .v]" TV Y2 + Vi3 =4 T H —f(x)

Contoh soal: E
- Diberikan persamaan diferensial " + y = tg x Tentukan solusi
umumnya !
Penyelesaian:
' Tidak dapat diselesaikan dengan koefisien tak tentu, karena fix) = tg x
bukan bentuk yang sesuai dengan koefisien tak tentu.
Persamaan karakteristik: n”. + 1 = 0 =sm.= £i
Solusi homogen: v, =4 cosx + Bsinx
Ambil solusi basis y; = cos x, y; = sin x
Solusi khusus: Yy =vycosx +vy;sinx, dimana v, vy’
ditentukan dari sistem persamaan:
vicosy vy sinx =0
vy (-sinx} t vy cosx =tgx
Kedua persamaan gi atas dieliminasi sehingga diperoleh:
v, = {-sin” x} / cosx
=.n |sec x+ lgxl + §inx
vy =S C08 Y



Jadi solusi khusus y; = (~In | sec x + igx | + sin x)cos x + (-sin x cos x)
Solusi umum persamaan diferensial: y = yr + y
' =Acosx + Bsinx +y

el
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