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MENGKONSTRUKSI FUNGSI GREEN

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER ORDE 2

L Latar Belakang

Tinjau‘pers'amaan diferensial linier tak homo'gen orde dua :

2
ir—zv + 01(x) = + ag(x)y = Hx)

dengan fungsi / kontinu pada daerah definisinya.
. Fungsi Green untuk persamaan diferensial di atas dapat dicari melalui metode
variasl parameter. Dengan fnengkonstruksi ﬁ'mgsi'Green kita da._pjaf menentukan

solusi persamaan diferensial untuk fungsi h sebarang.

11. Konsep Fungsi Green

Pandang persamaan diferensial linier tak homogen orde dua :

dz; +al(x)—— +aglx)y = h(x)
dx

dengan fungsi k kontinu pada daerah definsinya.

Fungsi G(x,r) dikatakan fungsi Green untuk masalah nilai awal persamaan

diferensial di atas jika memenuhi kondisi berikut ini :

1. G(x,r) terdefinisi pada daerah R dari semua titik (x,f') dengan x dan 7

terletak dalam selang L



2°G : .
Y 2 merapakan fungsi yang kontinu pada R.

2. G(x, t), T

¥[8

3 Untuk setiap xo dalam selang 1 dan fungsi 2€ c(1) , fungsi
x -
y p(x) = [G(x,1) h(r) dt adalah solusi persamaan difernesial (1) yang memenuh!
X0 '

kondisi awal yp(_xo) = yp'(xO) =0.

. IIL. Konstruksi Fungsi Green Persarﬁaan Diferensial Linier Orde Dua

Tinjau persamaan diferensial linier tak homogen orde dua :

2
d“ d.
—;;_"‘+a1(x)i+ao(x)y:h(x) S ERY

Bentuk pérsamaan diferensial ini dapat ditulis menjadi :

dengan I operator diferer‘li.é:ial linier berbentuk D% +aj{x)D +ag{x)
Solusi vrmum persamaan dii';;erensiai di atas adalah :

Y=Yptyp . (3.2}
dengan yj, merupakan solusl umum persamaan diferensial homogennya dan v,

salah. satu solusi khususnya.

Misalkan v)(x) dan v2(x) solusi basis untuk persamaan diferensial homogennya
maka: v = Cpp{e) + C2vp(x) L3

dengan (] dan €' merupakan konstanta.

Sedangkan solusi khususnya ditentukan melalui metode ‘variasi parameter.

Misalkan = yp = 1y () py () + s (3} yo{x) } L3



dimana u(x) dan uz{x) yang akan dicari
Dengan mendiferensialkan ¥ p terhadap x maka (3.4) menjadi .
yp'=ul' vyl Hup g v +upya’
Pilih »} dan up sehingga up'yp+uy'yr =0
Maka _ yp'=u1y1'+u2y2‘ ....(3:5)‘ |
| yp":ul'y-l'+u1y]"+u2‘_j..12'+.-uzy2” | - ) (3.6)
~ Dengan memasukkan (3.4), (3.5), (3.6) ke dalam persamaan diferensial (3.1)
diperoleh :
ul'y]‘+u1y1”+ﬂ2‘y2'+ﬂ2.v2"+a1?1y1'+a1u2y2'+aou1y1 raguyyy = h
1(y1 +a1y1 +a0v1)+u2(v2 +a1y2 +a0y2) (“1 y1'tup yp) (3 7
Karena V] dan V9 merupakan solusi homogen persamaan deerensLal maka
w''raivy '.+a0y1 =0 dan yp!'+ajya+agyy = 0. Akibatnya (3.7) menjadi :
(i 14 ) =
Jadi w1 dan uy ditentukan dua sistem persamaan :

3(ul'yl +up'yy =0 L. (3.8
n'v'rup'y2'=h ... (39)

Dengan mengeliminasi (3.8), (3.9) diperoleh :

' o ‘ i
T up'= o
1V’) v1 ¥ ¥ -y ¥
X 1o Y byt
uy =-— I ey ( ) di up = { ——(—LL(_) dt R
H[\] (1), yalt ] 0 WL_"'I(’I:J’ZU)]

dengan w[ y1(rhao (f)]disebut determinan Wronsky dimana



vy ol

w[y1(t),y2(f)]: p1'(e) ya' (1)

=vpy2'-¥1'y2

Dengan memasukkan (3.1 0) ke dalam (3.4) maka d_iperoleh :

| }C y2 (@l % 16 AGLLUN

T W 0.:20]7 w0020

T 1Oy (x) = )yl

' = hit)d.

e xjo w1, 2(0)] (e

yp = )I:G(x,t)h(r)dt | CL 31D
X0 _ _

w1 (N2 () = 31y ()
W[yl(r),,vz(r)]

dengan G(x, 1‘) = .. (3.12)

dan xo d1p111h dalam selang: L
Deﬁgan mensubstitusikan (3.3) dan (3.11) ke dalam {3.2), aklbatnya solusi umum

persamaan diferensial (3.1) menjadi :

: X ,
y=Cpv(x) + Cayala) + JG(x, )hlridr
N xO

dengan xg dipilih datam selang /.

G(x,r) yang didefinisikan oleh (3.12) merupakan fingsi Green untuk persamaan

X
diferensial (3.1). Hal ini disebabkan : §G{x,0)h{r}dr  solusi persamaan
X0

diferensial (3.1) dan G(x,t) memenuhi hal-hal berikut

t. G{x,¢) terdefinisi untuk v(x,t) karena w[)rl(f),_}'z(r')] # 0,1 e[xo,x]



() - ()
2 Glur)= W y1(0),72(0]

kontinu v(x,1) karena

{6, y2(0,m (x), _v2 (x) kontinu V(x,?).

oG _ »1{0)yp'(x) - y1'()p2 )

kontinu Vix, ! karena
ax w1 (1), w2 (1)] (1)

v1(0),¥2(1),31'(x), 2 '(x) kontinu v (x,f).

2 " [} 1"

. t xl— v :

4 ;I: N0y 3 (xhy2 (7] kontinu v(x,1) karena
ox w310, 72(0)] e

y1(),v2(8),31"(x),y2""(x) kontinu v(x,t).

3. Dari konstruksi yp, terlibat bahwa y p = [G(x,0)i(t) dt adalah solusi
E xo _1‘.

persamaan diferensial (3.1).

Lo 0
Jelas bahwa yp(xo)ﬂifg §G(x,)h{r)dt =0
L Xp

r

Akan ditentukan bahwa Vv '(xo) =0

Menurut formula Leibnitz

e
= —ﬁ—rl?(t)dt+G(x,x).!1(_t)

¥0

Yp

026G
Yp '(xo) = | ™ n(e)dr + G(xo,xo).h(xo) =0
X )
Contoh : konstruksilah fungsi Green dari persamaan diferensial : y''+y = tanx,

kemudian tentukan solusi umumnya !

Penyelesaian : Persamaan diferensial homogen @ v/ = 0



Persamaan karakteristik : m241=0 = m==i.

Solusi homogen . yj = C1. sinx +C9 cosx
» (x}=sinx { ¥,'=cosx

an .
deng { y,'= —sinx

y,{x) = cosx.

Fungsi Green :

Glot) = ya (2 () = 1x)pa (1)

’ () y2(0)

y'() y2'(8)

B cosx-sinf —sinx-cosf
—sinZ £ —cos” ¢

= §IN X+ COS! — COSX SN/

n(f) =tanr

Dengan memilih xg = 0, maka solusi khusus :

X ‘
yp = J(Sip.r-cost-cosx-sinf) tantd
G
o X sinzr
= [sinx-sintdt — [cosx- dt
0 0
X x :
= sin x| sinzdr —cosx[(sect —cost)dt
0 [4]

= —sinx-{cos t)lg —cosx-(Inlsect +tanf| - sin t)%
= —§IAX-COSX +SIMX—COSX: Inisec x + tan x| +sinxcosy
= ginx — cos x - Injsec x + tan x|

Jadi solusi umum persamaan diferensial :

V=Yht¥p
= (ysinx +C7 cosX +8INY ~ COS X Injsecx + tanx

= Asinx + Bcosx — cosxInlsec x + tan x|



Contoh : Konstruksilah fungsi Green dari persamaan diferensial

_x/
(41)2 +4D + l)y = xe /2 sinx, kemudian tentukan solusi

umumnya !

Penyelesaian : Persamaan  diferensial dapat 'ditulis‘ sebagal

_x/
(Dz +D+ ﬂy = -}Ixe /2 sinx

Persamaan diferensial homogen y"+y'+~jj y=0

Persamaan karakteristik : m2 + 1+ 211" =0

' -5 X
: —e 2
denganjl“(ﬁ ¢
—=X
lvalx)=xe 2
~ f 1
! 1 —=X
L' — =g 2
4.‘1 5 €
1

Fungsi Green :



1 1 1 1
Sx =t  —=x —t
_xe 27 2 —¢ 274 2
- —t
e
i 1 I |
N - e
—xe 272 —e 27 te2
b
te 2 sinf
hf) =
(t) 7

Dengan memilih xg = 0, maka solusi khusus :

) 1
: =1
*( L Ly Yl e 2" sing
yp= 1| xe 272 —e 2 4e2 --—4—“df
o\ '
Xxe 2 fsint *e 2% 2 sing
z [t = 5—-—-4——dr
0 0
L. S
xe 2° % e 2%
= [#sintdi ~ II?‘ sintdf
0 4 0
] Ly
—_Y - -
. 2 ) . e 2 ) X
= {sint —rcosmJL - "-———(—- 2 cost + 21 sinf +2cosf)
4 0 4
L, Ly
xe 27 7 e 2 9 .
= (smx-xcosx)-—:‘—ﬂ(fx cosx+2xsmx+2cosx—2)
Ly | 2 -3 12 gt L5
LT e L2 1.2,72% ex— Lo 2 sin
4 e sinx - x7e cosx +x%e cosx = 5 xe Sif X
. L ™
o ’ cqsp 27
5e 2 cOSX + e
| e Ly 14--1-)5 L
=g e 27 smx—%.xe 2 siny - e g cos.t+-%e 2

Jadi solusi umum persamaan diferensial -



J) = _}}h +_’Vp

1 1 1
- X -5X -ZX -X
=Cle 2 +Cpuxe 2 ~%x€ 2 sinx—%xe 2 sinx
1
2

—o X
e p COS.’C+%€

-

1
-=x
¢ 27 {4+ Br—xsinx—2cosx}

=

. Konstruksilah fungsi Green dari persamaan diferensial

Contoh
I2y”+ry'= w2 ex , x>0, kemudian tentukan solusi
umumnya |
Penyelesaian Dalam bentuk (3:1) persamaan diferensial menjadi
, , .1:'2 + X
S S x>0
X <z
2
. xXC4x
Disini #(x) == 5

Persamasn diferensial Cauchy homogen : xzy"ﬂ;v' =0

Persamaan Pembantu : me - (1-1)m+0=0
. m2 =0
' my 2 =90

Solusi homogen : yj = C) + Cy Inx

9



Fungsi Green !

Inx —1In?
G(x,r):ii;_:tlnxwtlnt
20
t
2
=+t
Kr) = 3

{

Dengan memilih xg =1, maka solusi khusus :

x 12
yp=£(rlnx—rln{) 3 di
H AV 1
= Itlnx(l +—)dt ~[tin 1(1+ —)df
t t
1 1
X x x
=Inx[(t+1)dt — [tIntdr — [Intdt
1 13 1
i Y (L:z lz)x i
—lnx(\,z_i-t +t T 5! Int—t ] w((lnt—t)ﬁl
12 Bl (L2 R AN & B SN
—(2x +X 2lxu (z‘c Inx-x T4) (xlnx—x+1)
_ 3122 =
= ZlnxT4.x P
Solusi umum persamaan diferensial :
Y=Yn+Vp
_ 3 12, .5
=C1+Cylnx 2lnx+4x +x-7
2

_1.’:A+Blnx+iﬁx +x

IV. PENUTUP
Berdasarkan hasil pembahasan, maka diperoleh kesimpulan bahWa melalu

metode variasi parameter kita dapat mengkonstruksi fungsi Green suatu

10



persamazn diferensial linier orde dua Tujuannya kita dapat menentukan solust

persamaan diferensialnya untuk fungsi h sebarang.
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