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ABSTRAK

Suatu fungsi dua peubah yang bernilai real dikatakan harmonik dalam domain yang diberikan jika
memiliki turunan parsial kedua yang kontinu dalam domain tersebut dan memenuhi persamaan
Laplace. Solusi persamaan Laplace di setengah bidang atas dengan kondisi batas tertentu dapat
dicari dengan menggunakan transformasi Fourier. Solusi tersebut dikenal sebagai operator
integral Poisson. Inti (atau kernel) dari operator integral Poisson disebut Poisson kernel.
Operator integral Poisson juga memiliki sifat keterbatasan di ruang Lebesgue dan sifat khusus
yang mendekati kondisi batasnya. Pada skripsi ini, disajikan beberapa keterbatasan operator
integral Poisson di ruang Lebesgue pada domain setengah bidang atas serta sifat khususnya yang
mendekati kondisi batas.

Kata-kata kunci: Harmonik, Laplace, Fourier, Integral, Operator, Poisson, Lebesgue.



ABSTRACT

A real-valued function of two variables is said to be harmonic in a given domain if it has
continuous second partial derivatives and satisfies the Laplace equation. The solution of this
equation on the upper half-plane with given boundary conditions can be obtained by Fourier
transformation. This solution is widely known as the Poisson integral on the upper half-plane.
The kernel of this integral is already well-known as Poisson kernel. Poisson integral has its
boundedness in Lebesgue spaces and its behavior near the boundary conditions. Several works on
the boundedness of Poisson integral on the upper half-plane are presented in this undergraduate
thesis, including its unique characteristic, which approaches the boundary condition.

Keywords: Harmonic, Laplace, Fourier, Integral, Poisson, Lebesgue.



“To understand mathematics means to be able to do mathematics.
And what does it mean doing mathematics?

In the first place it means to be able to solve mathematical problems.”
~George Polya (1887-1985)
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Fenomena-fenomena alam yang terjadi di alam semesta ini banyak yang masih menjadi misteri
bagi para ilmuwan untuk dipecahkan. Namun, banyak pula misteri-misteri yang sudah dipecahkan
oleh fisikawan-fisikawan pada zaman dahulu, seperti gaya gravitasi yang ditemukan oleh Isaac
Newton, serta gaya tarik atau tolak antar partikel-partikel yang bermuatan sama atau berbeda oleh
Charles-Augustin De Coulomb (1736-1806) dimuat dalam hukum Coulomb. Fenomena yang lain
tidak kalah menariknya dengan gaya Coulomb, seperti dawai atau senar yang bergetar, temperatur
pada permukaan logam batang, dan persebaran panas. Ketiga fenomena tersebut kita kenali
dalam bentuk persamaan diferensial parsial, yaitu persamaan gelombang, persamaaan panas, dan
persamaan Laplace.

Persamaan Laplace ditemukan oleh Marquis Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) yang me-
rupakan seorang matematikawan berkebangsaan Prancis. Persamaan ini berasal dari persamaan

panas dua dimensi yang berbentuk

Ou 9 9 o f0%u  Bu
E—CV'LL—C (ax?‘i‘a?ﬁ 7t>0, (11)

untuk kondisi stabil (steady-state) [1, hlm. 564]. Artinya, permasalahan ini tidak bergantung pada
waktu (time-independent), sehingga Ou/0t = 0 dan persamaan (1.1) berubah menjadi persamaan
Laplace yang umumnya sudah dikenal yaitu

0*u 0%
= T g =" (1.2)

Semua fungsi dua peubah yang bernilai real u : D — R yang memenuhi persamaan (1.2) dikatakan
harmonik di D C R?, yang merupakan himpunan buka (open) dan terhubung sederhana (simply
connected) dengan penambahan syarat bahwa turunan parsial kedua wu,, dan u,, kontinu di H
[2, hlm. 77]. Solusi dari persamaan (1.2) ingin dicari dengan menggunakan transformasi Fourier.
Pemilihan transformasi Fourier dianggap cocok karena persamaan (1.2) dalam kondisi stabil serta
daerah definisinya berupa himpunan bilangan real sedangkan transformasi Laplace kurang cocok
untuk digunakan karena transformasi Laplace lebih cocok untuk persamaan yang berada di dalam
kondisi yang bersifat sementara (transient-state) dengan daerah definisinya berubah himpunan
bilangan real positif [3, hlm. 837]. Pemetaan fungsi f ke fungsi u yang menyelesaikan persamaan (1.2)
dengan domain setengah bidang atas H = {(z,y) € R? : y > 0} dan kondisi batas u(z,0) = f(x)



1.2. RUMUSAN MASALAH 2

disebut operator integral Poisson. Operator integral Poisson diketahui memiliki beberapa sifat
keterbatasan di ruang Lebesgue serta sifat khusus yang mendekati kondisi batasnya saat nilai y

menuju nol [1].

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan-rumusan masalah untuk makalah skripsi ini adalah sebagai berikut.
1. Bagaimana cara penyelesaian persamaan Laplace dengan menggunakan transformasi Fourier?
2. Bagaimana sifat dari solusi tersebut di saat y menuju 07

3. Bagaimana sifat-sifat keterbatasan operator integral Poisson di ruang Lebesgue (LP)?

1.3 Tujuan

Penulisan skripsi ini dibuat untuk mencapai tujuan-tujuan seperti berikut.

1. Menyelesaikan persamaan Laplace di setengah bidang atas dengan menggunakan transformasi

Fourier.

2. Membuktikan bahwa solusi dari persamaan Laplace mendekati kondisi batasnya apabila y

menuju 0.

3. Membuktikan dan mengembangkan sifat-sifat keterbatasan operator integral Poisson di ruang

Lebesgue.

1.4 State of the Art

Pada skripsi ini, ditelusuri lebih mendalam mengenai solusi dari persamaan Laplace yang disajikan
dalam persamaan (1.2) serta keterbatasannya juga dikaji ulang di ruang Lebesgue (LP). Berdasarkan
[5] dan [4, Bab. 7], operator integral Poisson terbatas di ruang L'(R), ruang LP(R), dan ruang
L>*(R) serta sifat khusus yang mendekati kondisi batasnya. Sebagai tambahan, dikaji juga keter-
batasan operator integral Poisson dari LP(R) ke L"(R). Namun, belum memperoleh keterbatasan
operator integral Poisson di ruang L"(R x RT). Pada skripsi ini, sementara hanya diperoleh sebuah
ketaksamaan yang terkait ruang LP(R) N L"(R) ke ruang L"(R x RT).
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