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ABSTRAK

Penyebaran penyakit dapat dipelajari dengan pemodelan matematis, salah satunya menggunakan
model epidemik tipe SIR, yang membagi populasi ke dalam tiga kelas, yaitu kelas rentan
(susceptible), kelas terinfeksi (infected), dan kelas pulih (recovered), serta menggunakan tingkat
pemulihan konstan dan laju insidensi bi-linear pada versi paling sederhananya. Karena laju
insidensi bi-linear kurang realistis saat sub-populasi manusia terinfeksi makin membesar, maka
digunakan laju insidensi tersaturasi. Model yang didapatkan berbentuk sistem persamaan
diferensial non-linear, sehingga solusi analitiknya sulit diperoleh. Selain itu, metode-metode
numerik pada umumnya belum tentu dapat mempertahankan perilaku dinamik dari model
kontinunya. Untuk mengatasi permasalahan tersebut, digunakan metode Nonstandard Finite
Difference Scheme (NSFD) untuk mendiskretisasi model epidemik kontinu tipe SIR dengan
laju insidensi tersaturasi tersebut. Akan diperlihatkan bahwa baik model kontinunya maupun
versi diskretnya yang diperoleh dengan metode NSFD memiliki bilangan reproduksi dasar,
titik kesetimbangan bebas penyakit, dan titik kesetimbangan endemik yang sama. Analisis
kestabilan secara lokal dan global dari kedua jenis titik kesetimbangan tersebut dilakukan untuk
kedua versi model tersebut. Analisis kestabilan lokal dari model diskret menggunakan kriteria
Schur-Cohn, sedangkan analisis kestabilan global dari kedua jenis model menggunakan fungsi
Lyapunov. Simulasi numerik menunjukkan bahwa versi diskret yang diperoleh dengan metode
NSFD tersebut memiliki solusi dengan perilaku dinamik yang serupa dengan perilaku dinamik
versi kontinunya, tanpa adanya gejala chaos. Analisis sensitivitas bilangan reproduksi dasar
menunjukkan bahwa tindakan melambatkan penyebaran penyakit dengan cara menurunkan
tingkat penyebaran penyakit maksimum adalah yang paling tepat untuk dilaksanakan; caranya
antara lain dengan mengurangi kontak dan mobilitas.

Kata-kata kunci: model epidemik tipe SIR, metode NSFD, bilangan reproduksi dasar, analisis
kestabilan, kriteria Schur-Cohn, fungsi Lyapunov, analisis sensitivitas





ABSTRACT

The spread of a disease can be studied by means of mathematical modeling, using, among others,
an SIR-type epidemic model, which divides the population into three classes: the susceptible
class, the infected class, and the recovered class, and employs a constant recovery rate and
bi-linear incidence rate in its simplest version. Since a bi-linear incidence rate is unrealistic when
the sub-population of infected humans gets larger, one may instead use a saturated incidence rate.
The resulting model takes the form of a system of differential equations which is non-linear, so
that its analytical solutions are difficult to obtain. In addition, numerical methods in general are
not necessarily able to retain the dynamical behavior of the continuous model. To overcome this
problem, one may use the Nonstandard Finite Difference Scheme (NSFD) method to discretize
the aforementioned model. We will show that both the continuous and discrete models obtained
by the NSFD method have the same basic reproduction number, disease-free equilibrium point,
and endemic equilibrium point. We carry out modal local and global stability analysis of both
types of equilibrium points, for both versions of the model. The local stability analysis of
the discrete model uses the Schur-Cohn criterion. Meanwhile, the global stability analysis of
both types of models uses Lyapunov functions. Numerical simulation shows that the discrete
version obtained with by the NSFD method has solutions with dynamical behavior similar to
that of the continuous version, without any indication of chaos. A sensitivity analysis of the
basic reproduction number shows that the spread of disease is most appropriately suppresed by
decreasing the maximum incidence rate, e.g., by reducing contacts and mobilities.

Keywords: SIR epidemic model, NSFD method, basic reproduction number, stability analysis,
Schur-Cohn criteria, Lyapunov function, sensitivity analysis
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Salah satu masalah kesehatan yang menyangkut kehidupan banyak orang adalah penyakit menular.
Jika manusia yang terkena penyakit menular masuk ke suatu sub-populasi manusia di suatu wilayah
baru, maka penularan penyakit dapat terjadi sehingga mengakibatkan sub-populasi manusia di
wilayah baru tersebut terinfeksi penyakit. Bahkan, mungkin juga terjadi penyebaran penyakit dari
sub-populasi manusia yang terinfeksi penyakit ke sub-populasi manusia di wilayah yang berada
di sekitarnya, sehingga memperbesar dampak penyakit tersebut. Penyebaran penyakit tersebut
dinamakan epidemi [1].

Penyebaran penyakit tersebut dapat dipelajari dengan pemodelan matematis. Salah satu tipe
model penyebaran penyakit yang sering digunakan adalah tipe SIR, yang membagi populasi manusia
ke dalam tiga kelas, yaitu kelas rentan (susceptible), kelas terinfeksi (infected), dan kelas pulih
(recovered). Pada versi paling sederhana dari model tipe SIR yang diperkenalkan oleh Kermack
dan McKendrick pada tahun 1967 [2, subbab 10.2], digunakan tingkat pemulihan konstan dan laju
insidensi yang diasumsikan bi-linear, yaitu sebanding dengan hasil kali banyaknya individu manusia
di kelas rentan dan infeksi. Namun, laju insidensi bi-linear ini kurang realistis saat sub-populasi
manusia terinfeksi makin membesar, serta karena adanya faktor perubahan perilaku sosial dan
faktor psikologis masyarakat. Sebagai pengganti laju insidensi bi-linear tersebut, dapat digunakan
laju insidensi tersaturasi, yang bergantung pada tingkat penyebaran penyakit dan tingkat kesadaran
manusia [3].

Model-model epidemik kontinu tipe SIR berbentuk sistem persamaan diferensial yang bersifat non-
linear, sehingga solusi analitiknya sulit atau bahkan tidak mungkin diperoleh. Di lain pihak, beberapa
metode numerik standar seperti metode Euler, metode Runge-Kutta, dan metode-metode lainnya
berkemungkinan tidak dapat mempertahankan sifat-sifat dinamis dari model-model tersebut [4, 5].
Dalam skripsi ini, dipelajari suatu metode numerik non-standar yang dapat mengatasi kelemahan
tersebut, yaitu metode Nonstandard Finite Difference Scheme (NSFD) [6], yang diterapkan pada
sebuah model epidemik tipe SIR dengan vaksinasi dan laju insidensi tersaturasi.

Dari model yang dibahas juga akan dianalisis kestabilan dari titik-titik kesetimbangannya, baik
secara lokal maupun global, dan hubungannya dengan nilai bilangan reproduksi dasar. Kestabilan
lokal diperoleh dari nilai-nilai eigen dari matriks Jacobian, sedangkan kestabilan global diperoleh
dari fungsi Lyapunov. Analisis tersebut kemudian diterapkan juga pada versi diskretnya yang
diperoleh dengan metode NSFD, untuk memperlihatkan bahwa versi diskret ini memiliki sifat-sifat
dinamis yang sama dengan versi kontinunya yaitu model semula. Pada bagian akhir dilakukan
simulasi numerik dan analisis sensitivitas.

1.2 Rumusan Masalah
Berikut beberapa masalah yang akan dibahas pada skripsi ini.

1. Bagaimana cara mengonstruksi suatu model epidemik kontinu tipe SIR yang mempertim-
bangkan vaksinasi dan laju insidensi tersaturasi?

1
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2. Bagaimana cara mendiskretisasi model tersebut menggunakan metode NSFD?
3. Bagaimana cara menentukan titik kesetimbangan dan kestabilannya, serta bilangan reproduksi

dasar dari model tersebut dan versi diskretnya?
4. Bagaimana solusi numerik dari model tersebut yang diperoleh menggunakan metode NSFD

bila dibandingkan dengan yang diperoleh menggunakan metode Euler?
5. Parameter-parameter apa yang paling berpengaruh pada nilai bilangan reproduksi dasar R0

dalam kondisi R0 > 1 dan R0 < 1?

1.3 Tujuan
Tujuan dari penyusunan skripsi ini adalah

1. mengonstruksi suatu model epidemik kontinu tipe SIR yang mempertimbangkan vaksinasi
dan laju insidensi tersaturasi;

2. mendiskretisasi model tersebut menggunakan metode NSFD;
3. menentukan titik kesetimbangan dan kestabilannya, serta bilangan reproduksi dasar dari

model tersebut dan versi diskretnya;
4. menentukan solusi numerik dari model tersebut menggunakan metode NSFD dan memban-

dingkannya dengan yang diperoleh menggunakan metode Euler;
5. menentukan parameter-parameter yang paling berpengaruh pada nilai bilangan reproduksi

dasar R0 dalam kondisi R0 > 1 dan R0 < 1.

1.4 Sistematika Pembahasan
Skripsi ini terdiri dari lima bab berikut.

• BAB 1: PENDAHULUAN
Pada bab ini dibahas latar belakang, rumusan masalah, tujuan, dan sistematika pembahasan.

• BAB 2: LANDASAN TEORI
Pada bab ini dibahas teori yang akan digunakan dalam bab-bab selanjutnya, antara lain
persamaan diferensial, metode Nonstandard Finite Difference Scheme (NSFD), bilangan
reproduksi dasar, fungsi Lyapunov, kriteria Schur-Cohn, kestabilan lokal dan global titik
kesetimbangan, dan analisis sensitivitas bilangan reproduksi dasar.

• BAB 3: ANALISIS MODEL EPIDEMIK KONTINU DAN MODEL NSFD
Pada bab ini dibahas diagram kompartemen dan pembentukan model, total populasi dan
ruang fase model tersebut, bilangan reproduksi dasar model tersebut, titik-titik kesetimbangan
model tersebut beserta kestabilannya, diskretisasi model tersebut dengan metode NSFD, serta
titik-titik kesetimbangan dari versi diskret dari model semula beserta kestabilannya.

• BAB 4: SIMULASI NUMERIK MODEL DAN ANALISIS SENSITIVITAS
Pada bab ini dibahas simulasi numerik dari model semula menggunakan metode Euler dan
NSFD, serta analisis sensitivitas dari bilangan reproduksi dasar.

• BAB 5: KESIMPULAN DAN SARAN
Pada bab ini dibahas kesimpulan dari pembahasan pada bagian bab-bab sebelumnya dan
saran yang diberikan untuk penelitian selanjutnya.
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