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ABSTRAK

Malaria adalah penyakit menular yang mengancam jiwa manusia dan disebabkan oleh parasit yang
ditularkan melalui gigitan nyamuk yang terinfeksi. Pada skripsi ini, akan dibentuk suatu model
kompartemen untuk penyebaran penyakit malaria dengan tipe SIR-SI (Susceptible-Infective-
Recovered-Susceptible-Infective). Model yang terbentuk ditentukan titik-titik kesetimbangannya,
bilangan reproduksi dasarnya, dan kestabilan global titik kesetimbangan bebas penyakitnya
menggunakan fungsi Lyapunov. Dipelajari pula bifurkasi mundur yang dapat terjadi pada model.
Terjadinya bifurkasi mundur berarti terdapat kemungkinan bahwa penyakit tetap ada walaupun
bilangan reproduksi dasar bernilai kurang dari satu. Analisis tersebut dilanjutkan dengan
simulasi numerik dan analisis sensitivitas. Simulasi numerik dilakukan untuk memvisualisasikan
perubahan besar subpopulasi dalam masing-masing kompartemen yang ada terhadap waktu,
dalam berbagai kasus. Analisis sensitivitas dilakukan untuk menentukan parameter yang paling
berpengaruh pada nilai bilangan reproduksi dasar. Ditemukan dua parameter yang demikian,
yaitu rata-rata banyaknya gigitan seekor nyamuk dan tingkat kematian alami nyamuk.

Kata-kata kunci: bilangan reproduksi dasar, kestabilan global, fungsi Lyapunov, bifurkasi
mundur, analisis sensitivitas





ABSTRACT

Malaria is an infectious disease that threatens human’s life, and is caused by a parasite which is
transmitted through bites of infected mosquitoes. In this thesis, we construct a compartmental
model of type SIR-SI (Susceptible-Infective-Recovered-Susceptible-Infective) for the spread of
malaria. We determine the model’s equilibria and basic reproduction number, as well as the
global stability of the model’s disease-free equilibrium using a Lyapunov function. We also study
a backward bifurcation which may occur in the model. The occurrence of a backward bifurcation
means that there is a possibility that the disease persists even if the basic reproduction number
is less than one. We continue the analysis with numerical simulations and a sensitivity analysis.
The numerical simulations were carried out to visualise the time-evolution of the size of the
subpopulation in each compartment, in various cases. The sensitivity analysis was conducted to
determine the parameter upon which the value of the basic reproduction number depends most
sensitively. Two such parameters were found, namely the average number of mosquito bites and
the natural death rate of mosquitoes.

Keywords: basic reproduction number, global stability, Lyapunov function, backward bifurca-
tion, sensitivity analysis
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Penyakit menular telah berabad-abad menjadi tantangan utama bagi kemajuan dan kelangsungan
hidup manusia. Penelitian menunjukkan bahwa penyakit menular merupakan salah satu penyebab
utama kematian dan disabilitas di seluruh dunia [1]. Penularan penyakit terjadi sebagai akibat dari
interaksi antara mikroorganisme, manusia, dan lingkungan. Secara umum, dalam suatu populasi
manusia yang awalnya sehat, ada dua faktor utama yang menyebabkan penyebaran suatu penyakit,
yaitu masuknya suatu agen penular penyakit ke dalam populasi tersebut, dan mudahnya terjadi
kontak langsung antarindividu dalam populasi tersebut [2]. Penyebaran penyakit dapat terjadi
dengan cepat jika individu-individu dalam populasi tersebut memiliki kekebalan tubuh yang rendah.

Malaria adalah salah satu penyakit menular yang disebabkan oleh parasit protozoa dari genus
Plasmodium. Penyebaran penyakit malaria terjadi melalui gigitan nyamuk betina Anopheles yang
telah terinfeksi; nyamuk tersebut menggigit terutama di waktu antara senja dan fajar. Nyamuk
Anopheles pada umumnya berkembang biak pada genangan air. Oleh karena itu, penularan penyakit
malaria dipengaruhi oleh kondisi-kondisi cuaca seperti curah hujan, suhu, dan kelembapan, yang
menentukan kelangsungan hidup nyamuk [3].

Secara global, diperkirakan terdapat 241 juta kasus malaria dan 627.000 kematian akibat malaria
pada tahun 2020 (meningkat dari tahun 2019, dengan peningkatan terbesar berasal dari negara-
negara wilayah Afrika) [4]. Malaria dapat menyerang siapa pun, namun yang terutama adalah
anak-anak, ibu-ibu hamil, wisatawan-wisatawan dari daerah non-endemik, dan imigran-imigran.
Bahkan, walaupun sangat jarang terjadi, malaria dapat menular dari seorang ibu hamil ke janin
yang dikandungnya, jika terdapat ketidaksehatan pada plasenta yang memungkinkan parasit untuk
masuk dan menginfeksi janin; malaria yang seperti ini disebut malaria kongenital [5].

Dalam skripsi ini, penyebaran penyakit malaria akan dideskripsikan dengan suatu model
matematis tipe SIR-SI [6]. Model ini membagi populasi manusia menjadi tiga subpopulasi, yaitu
susceptible (S), infective (I), dan recovered (R), serta populasi nyamuk menjadi dua subpopulasi,
yaitu susceptible (S) dan infective (I). Dari model ini dapat diperoleh bilangan reproduksi dasar, yaitu
rata-rata banyaknya infeksi sekunder yang akan terjadi dalam suatu populasi yang semua individunya
rentan jika salah satu individunya terinfeksi. Pada umumnya, nilai bilangan reproduksi dasar yang
lebih dari satu menandakan bahwa penyakit mewabah, sedangkan nilai bilangan reproduksi dasar
yang kurang dari satu menandakan bahwa penyakit lama-kelamaan akan hilang. Namun, dalam
model ini, bisa terjadi bahwa nilai bilangan reproduksi dasar kurang dari satu tetapi penyakit tetap
mewabah. Hal ini terjadi jika model tersebut mengalami bifurkasi mundur. Kondisi-kondisi di mana
bifurkasi mundur terjadi akan dipelajari dalam skripsi ini [7], sehingga dapat diperoleh informasi
tentang strategi penanganan penyakit yang tepat. Penanganan penyakit juga dapat dilakukan
dengan menurunkan atau meningkatkan parameter yang paling signifikan, yang akan ditentukan
dalam skripsi ini melalui analisis sensitivitas.

1



2 Bab 1. Pendahuluan

1.2 Rumusan Masalah
Berikut adalah masalah-masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini.

1. Bagaimana pembentukan suatu model matematis tipe SIR-SI untuk penyebaran penyakit
malaria?

2. Bagaimana keberadaan dan kestabilan dari titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik
dari model tersebut bergantung pada parameter-parameternya?

3. Bagaimana bifurkasi mundur terjadi pada model tersebut?
4. Parameter-parameter apa saja yang paling berpengaruh secara eksplisit untuk penyebaran

penyakit malaria?

1.3 Tujuan
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah

1. membentuk suatu model matematis tipe SIR-SI untuk penyebaran penyakit malaria,
2. menentukan dan menganalisis kestabilan titik-titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik

dari model tersebut,
3. mendeskripsikan bifurkasi mundur yang terjadi pada model tersebut,
4. menentukan parameter-parameter yang paling berpengaruh secara eksplisit untuk penyebaran

penyakit malaria.

1.4 Sistematika Pembahasan
Skripsi ini terdiri dari lima bab berikut.

BAB 1: PENDAHULUAN
Bab 1 membahas latar belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan, dan sistematika pemba-
hasan.
BAB 2: LANDASAN TEORI
Bab 2 membahas teori-teori yang mendukung penulisan skripsi ini, yaitu sistem persamaan
diferensial, model epidemi SIR, titik kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar, bifurkasi
mundur, ekspansi kofaktor, teorema nilai antara, teorema bifurkasi Castillo-Chavez dan Song,
kestabilan global fungsi Lyapunov, dan analisis sensitivitas.
BAB 3: METODE PENYEBARAN PENYAKIT MALARIA
Bab 3 membahas pembentukan model, titik-titik kesetimbangan dari model tersebut, bilangan
reproduksi dasar dari model tersebut, bifurkasi mundur yang terjadi pada model tersebut,
dan kestabilan dari titik-titik kesetimbangan tersebut.
BAB 4: SIMULASI NUMERIK
Bab 4 membahas simulasi numerik dan analisis sensitivitas.
BAB 5: PENUTUP
Bab 5 membahas kesimpulan dan saran untuk penelitian selanjutnya.
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