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ABSTRAK

Penyakit adalah keadaan organ atau bagian tubuh tertentu yang terserang oleh virus, bakteri,
dan racun. Dengan adanya penyakit maka dibutuhkan pengobatan karena mempercepat pe-
nyembuhan. Selain pengobatan ada juga cara lain agar tubuh dapat meningkatkan perlawanan
terhadap beberapa penyakit khusus yaitu dengan vaksinasi. Dalam skripsi ini akan dibahas
model matematis Susceptible-Infected-Recovered (SIR) dengan kontrol pengobatan dan vaksinasi.
Dari model akan ditentukan titik kesetimbangan bebas penyakit maupun endemik dan bilangan
reproduksi dasar, serta kestabilan titik kesetimbangan. Simulasi numerik dilakukan pada model
penyebaran penyakit dengan faktor kontrol pengobatan dan vaksinasi, juga tanpa faktor kon-
trol. Hasil simulasi numerik dengan faktor kontrol menunjukkan bahwa proporsi subpopulasi
individu yang terinfeksi mengalami penurunan. Prinsip Minimum Pontryagin digunakan untuk
menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan terlebih dahulu membentuk fungsi Hamiltonnya,
disertai dengan simulasi numeriknya. Hasil simulasi menunjukkan bahwa bobot biaya yang relatif
lebih rendah dan dengan kontrol optimal yang diperoleh, dapat menekan proporsi subpopulasi
individu yang terinfeksi.

Kata-kata kunci: Kontrol Optimal, Fungsi Hamilton, Prinsip Minimum Pontryagin, Model
SIR, Kontrol Pengobatan, Kontrol Vaksinasi



ABSTRACT

A disease is a state where body organs or body parts are infected by viruses, bacteria, and poisons.
Treatment is needed to accelerate the time needed on recovery. Furthermore, vaccination is also
needed to prevent a certain type of disease from spreading further. The Susceptible-Infected-
Recovered (SIR) mathematical model with treatment and vaccination control is discussed in
this research. The disease-free equilibrium point, endemic equilibrium point, basic reproduction
number, and stability of equilibrium point will be determined from the model. Numerical
simulation of the model is conducted with treatment and vaccination as control factors, and
without control factors. The numerical simulation of the model with control factors shows
that the proportion of the infected subpopulation is decreasing. The Hamiltonian function and
Pontryagin’s minimum principal is used to solve the optimum control problem. The numerical
results show that a decrease in the cost relative weight with optimum control substantially
decreases the proportion of the infected subpopulation.

Keywords: Optimum Control, Hamilton function, Pontryagin Minimum Principal, Model SIR,
Treatment Control, Vaccination Control
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Penyakit adalah keadaan organ atau bagian tubuh tertentu yang terserang oleh virus, bakteri,
dan racun1. Penyakit terbagi menjadi dua yaitu penyakit menular dan penyakit tidak menular.
Cara penularan penyakit terbagi menjadi dua yaitu penularan secara langsung dan tidak langsung.
Penularan secara langsung biasanya terjadi jika terjadi kontak fisik sedangkan penularan secara
tidak langsung melewati perantara seperti udara, air, ataupun binatang.

Penyakit menular disebabkan oleh agen biologi seperti mikroorganisme (virus, bakteri, dan
jamur) serta parasit dan lingkungan [1, hlm. 43]. Malaria adalah salah satu penyakit menular yang
melewati inang lain terlebih dahulu2. Parasit dapat berpindah ke tubuh manusia setelah terkena
gigitan nyamuk yang lebih dahulu terinfeksi parasit tersebut. Flu adalah infeksi virus influenza
pada saluran pernapasan3. Virus influenza merupakan salah satu penyakit yang menular secara
langsung ataupun tidak langsung. Selain virus influenza ada juga virus yang menyerang saluran
pernapasan dan saat ini virus tersebut sedang menggemparkan satu dunia karena menyebabkan
kematian, yaitu COVID-19. Coronavirus menyerang sistem pernapasan dan menyebar melalui
udara4. Coronavirus juga bukan hanya menyerang manusia tetapi menyerang binatang. Individu
yang sudah pulih atau sembuh dari penyakit COVID-19 dapat terinfeksi kembali. Pada umumnya
penyakit dapat disembuhkan melalui proses pengobatan. Pengobatan biasa dilakukan oleh dokter
dengan mendiagnosa penyakitnya terlebih dahulu. Beberapa penyakit juga dapat dicegah dengan
vaksinasi. Vaksinasi adalah proses pemasukan vaksin kedalam tubuh agar tubuh dapat imunitas
terhadap penyakit dengan menstimulasi sistem imun5.

Model matematis penyebaran penyakit banyak dipakai untuk analisa penyebaran penyakit dan
keberhasilannya dalam intervensi kesehatan [2]. Pada skripsi ini akan dibahas dua model matematis
penyebaran penyakit menular menggunakan model epidemi Susceptible-Infected-Recovered (SIR).
Model pertama dibangun dengan menambahkan kontrol pengobatan dan model kedua dibangun
dengan menambahkan dua kontrol, yaitu kontrol pengobatan dan kontrol vaksinasi. Model epidemi
SIR membagi populasi menjadi 3 kelas yaitu kelas Susceptible (jumlah individu rentan), kelas
Infected (jumlah individu terinfeksi), dan kelas Recovered (jumlah individu sembuh). Pertama-tama,
akan dicari titik kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar, kestabilan titik kesetimbangan,dan
kotrol optimal untuk masing-masing model. Berikutnya, akan dilengkapi simulasi numerik untuk

1alodokter, dr. Pittara. (2021) Penyakit Infeksi. https://www.alodokter.com/penyakit-infeksi, diakses pada 11
Agustus 2022

2kompas health, Afifah,M.N. (2021) 5 Penyebab Penyakit Malaria dan Penularannya.
https://health.kompas.com/read/2021/04/28/080100768/5-penyebab-penyakit-malaria-dan-penularannya?page=all,
diakses pada 11 Agustus 2022

3biofarma. (2021) Apa itu Influenza? https://www.biofarma.co.id/id/berita-terbaru/detail/apa-itu-influenza: :te-
xt=Influenza, diakses pada 8 Agustus 2022

4Kementrian Kesehatan Republik Indonesia. (2020) Pertanyaan dan Jawaban Terkait COVID-19.
https://www.kemkes.go.id/article/view/20031600011/pertanyaan-dan-jawaban-terkait-covid-19.html, diakses pada 11
Agustus 2022

5rumah sakit pelabuhan. PERBEDAAN VAKSIN, VAKSINASI, IMUN DAN IMUNITAS.
https://rspelabuhan.com/id/info/info-sehat/318-perbedaan-vaksin-vaksinasi-imun-dan-imunitas
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2 Bab 1. Pendahuluan

kestabilan titik kesetimbangan sistem dan simulasi kontrol optimal.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, masalah yang akan dibahas pada skripsi ini adalah :

1. Bagaimana pembentukan model matematis dari model epidemi SIR dengan pengobatan dan
vaksinasi?

2. Bagaimana menentukan titik kesetimbangan, kestabilan titik kesetimbangan, dan bilangan
reproduksi dasar dari model?

3. Bagaimana analisis sensitivitas bilangan reproduksi dasar?
4. Bagaimana kontrol optimal dan hasil simulasi numerik kontrol optimal untuk model?

1.3 Tujuan
Tujuan penulisan skripsi ini adalah :

1. Membentuk model matematis dari model epidemi SIR dengan pengobatan dan vaksinasi.
2. Menentukan titik kesetimbangan, kestabilan titik kesetimbangan, dan bilangan reproduksi

dasar dari model.
3. Menentukan analisis sensitivitas bilangan reproduksi dasar.
4. Menentukan kontrol optimal dan melakukan simulasi numeriknya untuk model.

1.4 Sistematika Pembahasan
Pada skripsi ini terdiri dari lima bab yang akan dibahas, berikut adalah sistematikanya :

• Bab 1 : Pendahuluan
Pada bab ini terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, tujuan, dan sistematika pemba-
hasan.

• Bab 2 : Landasan Teori
Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori yang mendukung pengerjaan skripsi ini, seperti
persamaan diferensial, sistem persamaan diferensial, kestabilan titik kesetimbangan, model
SIR, bilangan reproduksi dasar, analisis sensitivitas, dan kontrol optimal dengan maksimum
minimum pontryagin.

• Bab 3 : Model Matematis Penyebaran Penyakit dengan Pengobatan dan Vaksinasi
Pada bab ini akan dibahas mengenai pembentukan model epidemi SIR dengan kontrol
pengobatan dan vaksinasi, menentukan titik kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar,
kestabilan titik kesetimbangan, analisis sensitivitas bilangan reproduksi dasar, dan kontrol
optimal dari model.

• Bab 4 : Simulasi Numerik
Pada bab ini akan dibahas mengenai simulasi numerik kestabilan titik kesetimbangan, analisis
sensitivitas bilangan reproduksi dasar, dan simulasi numerik kontrol optimal.

• Bab 5 : Kesimpulan dan Saran
Pada bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan model dan saran untuk pengembangan lebih
lanjut.
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