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ABSTRAK

Salah satu fenomena yang sering dipelajari dengan model matematis adalah penyebaran penyakit.
Salah satu tipe model penyebaran penyakit yang sering dipakai adalah tipe SIR, yang membagi
populasi menjadi tiga subpopulasi, yaitu susceptible, infected, dan recovered. Dalam skripsi ini
dibahas model SIR tanpa demografi (yaitu model tipe SIR paling sederhana yang diperkenalkan
oleh Kermack dan McKendrick) dan model SIR dengan demografi (yaitu suatu modifikasinya
yang memperhitungkan kelahiran dan kematian). Kedua model tersebut akan dicari solusi
eksaknya dalam suatu kasus khusus dengan menggunakan Lagrange parsial. Selanjutnya, kedua
model tersebut dimodifikasi untuk mendeskripsikan penularan HIV. Kedua hasil modifikasi
tersebut juga dicari solusi eksaknya dalam suatu kasus khusus, dengan menggunakan Lagrange
parsial.

Kata-kata kunci: Model SIR, Lagrange parsial, solusi eksak



ABSTRACT

One of the phenomena often studied using mathematical models is the spread of a disease. One
type of disease-spread models that is often used is the SIR-type, which divides the population
into three subpopulations, namely susceptible, infected, and recovered. In this final project, we
discuss an SIR model without demography (that is, the simplest SIR-type model introduced by
Kermack and McKendrick) and an SIR model with demography (a modification which takes into
account births and deaths). We determine the exact solutions of both models in a special case,
using partial Lagrangians. Subsequently, we modify both models to describe the transmission
of HIV. We determine the exact solutions of both modifications in a special case, using partial
Lagrangians.

Keywords: SIR model, partial Lagrangian, exact solution
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pemodelan matematis merupakan suatu teknik untuk merepresentasikan suatu sistem yang kompleks
ke dalam model matematis [1]. Model-model matematis digunakan di banyak bidang studi, seperti
fisika, ilmu biologi dan kedokteran, ekonomi, teknik, ilmu sosial dan politik, bisnis dan keuangan, dan
ilmu komputer. Dengan menggunakan model matematis, dapat dilakukan simulasi dan eksperimen
dari data yang ada untuk memprediksi apa yang akan terjadi di waktu yang akan datang.

Berikut merupakan langkah-langkah membuat model matematis dari suatu masalah [2].
1. Identifikasilah masalah yang ingin dibahas dan dicari solusinya.
2. Buatlah asumsi-asumsi dan tentukan variabel-variabel yang akan digunakan dalam model.
3. Konstruksilah model dengan menggunakan asumsi-asumsi dan variabel-variabel yang ada,

dan gunakanlah model tersebut untuk menjawab masalah tersebut.
4. Interpretasikanlah jawaban yang diperoleh dari model tersebut.
5. Ujilah jawaban tersebut dengan menggunakan data untuk menilai kerealistisan model. Ji-

ka model dinilai kurang realistis, maka model tersebut perlu diperbaiki, misalnya dengan
memodifikasi asumsi-asumsi yang digunakan,

6. Setelah diperoleh model yang realistis, ambillah suatu kesimpulan.
Salah satu jenis model matematis yang paling banyak dipelajari adalah model matematis untuk

penyebaran penyakit. Salah satu tipe model matematis penyebaran penyakit yang sering digunakan
adalah tipe SIR (susceptible, infected, recovered/removed). Model tipe SIR yang paling sederhana
pertama kali diperkenalkan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927 [3]. Setelah itu,
model SIR Kermack–McKendrick terus dikembangkan dengan mempertimbangkan, misalnya, faktor
demografi (kelahiran dan kematian) [4], sehingga menghasilkan model-model tipe SIR yang lebih
kompleks. Model tipe SIR membagi populasi ke dalam tiga kelompok yang berbeda, yaitu kelompok
individu rentan (susceptible), kelompok individu terinfeksi (infectious), dan kelompok individu
pulih (recovered). Model tipe SIR sudah banyak digunakan, selain untuk menganalisis dinamika
penyebaran penyakit seperti demam berdarah, HIV, campak, difteri, cacar air, dan COVID-19, juga
untuk menganalisis keberhasilan suatu intervensi medis yang dilakukan dalam rangka mengatasi
penyebaran penyakit tersebut. Dalam model tipe SIR pada umumnya digunakan asumsi bahwa
setiap individu mempunyai kekebalan tubuh permanen setelah pulih dari penyakit.

Model-model SIR yang sederhana, termasuk model SIR Kermack–McKendrick, dapat ditemukan
solusi eksaknya dalam bentuk parametrik dengan memisalkan sebuah fungsi sebagai parameter
baru yang membuat variabel bebas dan tak bebas berubah tergantung pada parameter tersebut
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2 Bab 1. Pendahuluan

[5]. Namun, tidak demikian halnya dengan model-model SIR yang lebih kompleks. Pada skripsi ini
akan dibahas solusi eksak untuk model SIR yang lebih kompleks dengan menggunakan Lagrange
parsial [6].

Teorema Noether memberikan formula-formula eksplisit untuk mengonstruksi hukum-hukum
konservasi dari suatu sistem persamaan diferensial Euler-Lagrange. Dalam menggunakan Teorema
Noether, dibutuhkan suatu fungsi yang disebut Lagrangian, yang dapat ditentukan dengan kalkulus
variasi. Penentuan Lagrangian tersebut tidak selalu mudah [7, 8]. Sebagai alternatifnya, dapat
digunakan Lagrange parsial, beserta operator Noether parsial dan persamaan Euler-Lagrange parsial.
Lagrange parsial dapat diterapkan pada model-model penyebaran penyakit, khususnya model-model
tipe SIR, sebagai suatu metode untuk menentukan solusi eksaknya [6]. Lagrange parsial digunakan
untuk menjawab solusi untuk model yang lebih kompleks seperti model HIV.

Pada skripsi ini, akan dipelajari dua model tipe SIR untuk penyebaran penyakit, yaitu model
SIR Kermack-McKendrick (yang selanjutnya kita sebut sebagai model SIR tanpa demografi) dan
suatu modifikasinya yang memperhitungkan demografi (yang selanjutnya kita sebut sebagai model
SIR dengan demografi), serta dua aplikasi model tipe SIR untuk Human Immunodeficiency Virus
(HIV) yaitu model HIV tanpa demografi dan model HIV dengan demografi. Solusi-solusi eksak dari
keempat model tersebut akan ditentukan dengan menggunakan metode Lagrange parsial.

1.2 Rumusan Masalah

Berikut masalah-masalah yang akan dibahas pada skripsi ini.
1. Bagaimana cara menentukan solusi eksak dari model matematis SIR tanpa dan dengan

demografi dengan metode Lagrange parsial?
2. Bagaimana cara menentukan solusi eksak dari model matematis HIV tanpa dan dengan

demografi dengan metode Lagrange parsial?

1.3 Tujuan

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah:
1. menentukan solusi eksak dari model matematis SIR tanpa dan dengan demografi, dengan

metode Lagrange parsial;
2. menentukan solusi eksak dari model matematis HIV tanpa dan dengan demografi, dengan

metode Lagrange parsial.

1.4 Sistematika Pembahasan

Skripsi ini terdiri dari lima bab berikut.
1. Bab 1: Pendahuluan

Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan, dan sistematika penulisan.
2. Bab 2: Landasan Teori

Bab ini membahas teori-teori yang akan digunakan dalam pengerjaan skripsi, seperti persamaan
diferensial, sistem persamaan diferensial orde satu, dan metode Lagrange parsial.
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3. Bab 3: Model Matematis SIR Tanpa dan Dengan Demografi
Bab ini membahas solusi eksak dari model matematis SIR tanpa dan dengan demografi.

4. Bab 4: Model Matematis HIV Tanpa dan Dengan Demografi
Bab ini membahas solusi eksak dari model matematis HIV tanpa dan dengan demografi.

5. Bab 5: Kesimpulan dan Saran
Bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan pada bab-bab sebelumnya dan saran untuk
pengembangan lebih lanjut.
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