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ABSTRAK

Tuberkulosis (TB) adalah infeksi bakteri menular yang disebabkan oleh Mycobacterium tubercu-
losis. Jika bakteri tersebut berada dalam keadaan tidak aktif menginfeksi (tidak memperbanyak
diri dan menyebabkan kerusakan pada sel-sel), orang tersebut dikatakan menderita TB laten.
Penderita TB laten tidak merasakan gejala apa pun dan tidak bisa menularkan ke orang lain. TB
laten dapat berubah menjadi TB aktif jika sistem kekebalan tubuh penderita menurun karena
masalah medis lain atau konsumsi obat tertentu, kekurangan gizi, diabetes, orang yang menggu-
nakan tembakau atau merokok. Dalam skripsi ini, akan dibentuk model penyebaran penyakit
tuberkulosis dengan kontrol pada subpopulasi yang terinfeksi. Kontrol tersebut berupa kontrol
pengobatan per satuan waktu. Dari model ini, ditentukan titik kesetimbangan bebas penyakit
dan endemik, dan bilangan reproduksi dasar dengan metode matriks generasi. Selanjutnya, untuk
menyelesaikan masalah kontrol optimal pada model ini, digunakan fungsi Hamilton dan Prinsip
Minimum Pontryagin. Melalui simulasi numerik akan dilihat penyebaran penyakit tuberkulosis
dengan dan tanpa faktor kontrol. Hasil simulasi numerik tanpa faktor kontrol menunjukkan
bahwa dengan memperbesar parameter laju pengobatan subpopulasi yang terinfeksi tuberkulosis,
besar populasi yang terinfeksi semakin cepat berkurang. Di lain pihak, hasil simulasi numerik
dengan faktor kontrol menunjukkan bahwa strategi kontrol yang digunakan berhasil menekan
penyebaran infeksi. Selain itu, hasil simulasi numerik juga menunjukkan bahwa peningkatan
nilai bobot relatif pada faktor kontrol justru mengakibatkan berkurangnya keoptimalan kontrol
tersebut, sehingga subpopulasi yang terinfeksi semakin besar.

Kata-kata kunci: Tuberkulosis, Kontrol Optimal, Bilangan Reproduksi Dasar, Matriks Gene-
rasi, Fungsi Hamilton, Prinsip Minimum Pontryagin





ABSTRACT

Tuberculosis (TB) is a bacterial infection caused by Mycobacterium tuberculosis. If the bacteria
are in an inactive state (not multiplying and not causing damage to cells), the infection is referred
to as a latent TB. Latent TB patients do not experience any symptom, cannot infect others. A
latent TB may turn into an active TB if the patient’s immune system deteriorates due to other
medical problems or certain medications, malnutrition, diabetes, use of tobacco or smoking. In
this project, we construct a model for the spread of tuberculosis, with a control on the infected
subpopulation. The control realizes treatment per unit time. Of this model, we determine
the disease-free and endemic equilibrium points, and the basic reproduction number using the
next-generation matrix method. Furthermore, we use the Hamiltonian function and Pontryagin’s
Maximum Principle to solve the optimal control problem. The results of numerical simulations
without control factors show that by increasing the parameter measuring the treatment rate
of the infected subpopulation, the size of the infected population decreases more rapidly. In
addition, the results of numerical simulations with control factors indicate that the executed
control strategy is successful in suppressing the spread of infection. The numerical results
also show that an increase in the value of the relative weight in the control factor results in a
suboptimization of the control, and thus in an increase in the size of the infected subpopulation.

Keywords: Tuberculosis, Optimum Control, Basic Reproduction Number, Next-Generation
Matrix, Hamilton Function, Pontryagin’s Minimum Principle
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Tuberkulosis (TB) adalah infeksi menular yang disebabkan oleh bakteri Mycobacterium tuberculosis.
Penyakit ini umumnya menyerang paru-paru, namun dapat pula menyerang bagian tubuh lain.
Tuberkulosis terbagi ke dalam beberapa jenis; setiap jenisnya dibedakan berdasarkan organ yang
terinfeksi. Jenis tuberkulosis yang tidak menyerang paru-paru adalah tuberkulosis extrapulmonary,
sedangkan jenis tuberkulosis yang menyerang paru-paru adalah tuberkulosis miliary. Seorang
penderita tuberkulosis memang memiliki bakteri Mycobacterium tuberculosis dalam tubuhnya.
Jika bakteri tersebut berada dalam keadaan tidak aktif menginfeksi (tidak memperbanyak diri
dan menyebabkan kerusakan pada sel-sel), orang tersebut dikatakan menderita tuberkulosis laten.
Penderita ini tidak merasakan gejala apa pun dan tidak bisa menularkan ke orang lain. Tuberkulosis
laten dapat berubah menjadi tuberkulosis aktif jika sistem kekebalan tubuh penderita menurun
karena masalah medis lain atau konsumsi obat tertentu, kekurangan gizi, diabetes, dan menggunakan
tembakau atau merokok. Beberapa gejala umum tuberkulosis aktif adalah berat badan turun
drastis, hilang nafsu makan, demam tinggi, menggigil, kelelahan, dan keringat berlebih terutama di
malam hari [?]. Penderita tuberkulosis aktif dapat menginfeksi sebanyak 5–15 orang lain melalui
kontak dekat selama setahun. Oleh karena itu, seorang penderita tuberkulosis aktif harus segera
melakukan pengobatan. Tanpa pengobatan yang tepat, rata-rata sebanyak 45% orang yang terinfeksi
tuberkulosis akan meninggal [?].

Makalah [?] membahas suatu model matematis untuk penyebaran penyakit tuberkulosis di
Khyber Pakhtunkhwa, Pakistan. Dalam model tersebut, kompartemen laten dibagi menjadi
kompartemen terinfeksi secara lambat dan kompartemen terinfeksi secara cepat. Model tersebut
dianalisis kestabilannya. Kemudian, makalah [?] mempelajari suatu model matematis untuk
penyebaran tuberkulosis dengan kontrol vaksinasi. Kontrol optimal diterapkan untuk menentukan
strategi vaksinasi yang optimal dan strategi yang efektif untuk mengendalikan penyebaran penyakit.
Selanjutnya, makalah [?] membahas suatu model tipe SEIT untuk penyebaran tuberkulosis yang
mempertimbangkan pengobatan infektif. Untuk model ini, kontrol pada pengobatan dimasukkan
untuk mengurangi banyaknya individu yang terinfeksi secara aktif, melalui penerapan Prinsip
Maksimum Pontryagin dari teori kontrol optimal. Dari hasil perhitungan numerik dapat dilihat
bahwa kontrol berpengaruh secara efektif dalam mengurangi banyaknya individu di kompartemen
yang terinfeksi.

Pada skripsi ini akan dikonstruksi suatu model matematis untuk penyebaran penyakit tuber-
kulosis dengan melibatkan faktor kontrol. Model yang dibahas merupakan pengembangan dari
model yang telah dipelajari oleh Khan [?], dengan tambahan faktor kontrol untuk individu-individu
yang terinfeksi tuberkulosis. Kontrol optimal diterapkan untuk menentukan strategi vaksinasi yang
optimal dan strategi yang efektif untuk mengendalikan penyakit. Rumus kontrol optimal diperoleh
menggunakan fungsi Hamilton dan Prinsip Maksimum Pontryagin. Selanjutnya, dicari bilangan
reproduksi dasar dengan menggunakan metode matriks generasi, dan dilakukan simulasi numerik
untuk mendukung hasil analisis. Bobot relatif dari biaya yang diterapkan pada faktor kontrol akan
dilihat pengaruhnya agar penerapan kontrol lebih efisien dalam mencegah penyebaran penyakit.
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2 Bab 1. Pendahuluan

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dikemukakan, berikut beberapa masalah yang dirumuskan
dalam skripsi ini.

1. Bagaimana mengontruksi model matematis untuk penyebaran penyakit tuberkulosis dengan
dan tanpa faktor kontrol pengobatan per satuan waktu?

2. Bagaimana keberadaan dan kestabilan titik kesetimbangan dari model tersebut bergantung
pada parameter-parameter yang ada?

3. Bagaimana bilangan reproduksi dasar dari model tersebut bergantung pada parameter-
parameter yang ada?

4. Bagaimana kontrol yang optimal dari model tersebut?
5. Bagaimana hasil-hasil analitik mengenai model tersebut dapat diverifikasi dengan simulasi

numerik?
6. Bagaimana pengaruh bobot relatif biaya pada kontrol yang diterapkan dalam menekan

penyebaran penyakit tuberkulosis?

1.3 Tujuan
Penulisan skripsi ini dilakukan dengan tujuan:

1. mengonstruksi suatu model penyebaran penyakit tuberkulosis dengan dan tanpa faktor kontrol
pengobatan per satuan waktu,

2. menentukan titik kesetimbangan dari model tersebut beserta kestabilannya,
3. menentukan bilangan reproduksi dasar dari model tersebut,
4. menentukan kontrol yang optimal dari model tersebut,
5. melakukan simulasi numerik untuk memverifikasi hasil-hasil analitik mengenai model tersebut,
6. menyelidiki pengaruh bobot relatif biaya pada kontrol yang diterapkan dalam menekan

penyebaran penyakit tuberkulosis.

1.4 Sistematika Pembahasan
Berikut sistematika pembahasan dalam skripsi ini.

1. BAB I: Pendahuluan.
Bab ini terbagi menjadi 4 subbab, yaitu latar belakang, rumusan masalah, tujuan, dan
sistematika pembahasan.

2. BAB II: Landasan Teori.
Bab ini menjelaskan teori-teori yang dipakai sebagai pendukung dalam pembahasan di bab
selanjutnya.

3. BAB III: Model Penyebaran Penyakit Tuberkulosis.
Bab ini membahas perumusan model, titik kesetimbangan, analisis kestabilan, bilangan
reproduksi, dan kontrol optimum pada model tersebut.

4. BAB IV: Simulasi Numerik.
Bab ini membahas simulasi numerik yang dilakukan untuk memverifikasi hasil-hasil yang
telah diperoleh di bab sebelumnya, untuk model penyebaran penyakit tuberkulosis dengan
dan tanpa kontrol, serta untuk menyelidiki pengaruh bobot relatif biaya pada kontrol.

5. BAB V: Kesimpulan dan Saran.
Bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan model tersebut dan saran untuk pengembangan
lebih lanjut.
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